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$ 1.1 凸 = 高 于 周围 


我 们 知道 汉字 起 初 是 一 种 象形 文字 。 但 是 今天 的 汉字 绝 大 
多 数 已 无 形 可 象 . 邑 使 如 “日 月 山水 ”等 几 个 最 “ 象 ” 的 字 来 看 ,不 
看 它们 的 甲骨 文 原形 ,也 很 难 “ 象 ”出 来 .“ 止 是 ”二 字 似 乎 是 仅 有 
的 例外 . 多 按照 通常 汉语 词典 中 的 解释 ,“ 町 ”的 含义 是 “ 低 于 周 
国 ”, 而 “ 凸 ” 的 含义 是 “高 于 周围 ”完全 如 同 这 两 个 字 所 表现 的 
形状 . 

我 们 这 本 数学 小 册子 的 题目 叫做 “ 凸 性 ,顾名思义 ,就 是 要 
研究 一 种 “高 于 周围 的 性 质 . 它 是 用 来 刻 划 物体 的 形状 的 ,因而 


四 “对 此 笔者 请 教 了 古文 字 学 家 林 渤 教 授 . 他 的 回答 摘要 如 下 “关于 “凹凸 "两 
字 实 在 不 属于 我 们 十 文字 学 的 范围 . 在 先秦 十 文字 中 至 今 没 有 见 到 过 。…… 东 汉 许 
慎 编 的 《说 文 解 字 ) 中 也 没有 这 两 个 字 . 出 现 这 两 个 字 最 早 的 著作 现在 查 到 的 是 晋 代 
葛 洪 (281? 一 341) 著 &《 抱 朴 子 》 pp…， 可 以 推论 , 町 吓 这 两 个 字 是 瑶 如 时 代 新 造 的 象形 
字 , 用 抽象 的 几何 图 形 概 括 洼 下 和 突起 这 两 个 概念 . 中 国文 字 的 发 展 一 般 规律 是 原 
始 象形 字 、 会 意 字 被 形声 字 到 代 , 四 凸 两 字 却 相反 . 这 是 很 有 趣 的 


是 -- 种 几何 性 质 . 说 到 “高 于 周围 > ,自然 是 指 某 个 几何 图 形 的 某 
个 点 的 性 质 .但 是 这 样 的 说 法 很 含糊 ,因为 “高 低 ” 是 相对 的 ,“ 周 
围 ” 也 有 待 明确 . 

为 了 使 这 本 小 册子 适 台 于 中 学 生 水 平 ,下 面 我们 将 主要 讨 
论 平面 图 形 .. 但 是 以 后 我 们 将 看 到 ,这 并 没有 使 我 们 的 讨论 有 
很 大 的 局 限 性 . 对 于 立体 图 形 以 及 更 一 般 的 图 形 来 说 , 绝 大 部 分 
的 结果 都 是 类 似 的 . 

我 们 现在 来 琢磨 一 下 ,对 于 一 个 平面 图 形 来 说 ,日 常 所 说 的 
回 凸 是 什么 意思 . 这 点 可 以 从 考察 “四 四 ?这 两 个 字 谈 起 . 从 这 两 
个 字 来 看 ,所 谓 “ 低 于 周围 > 和 “高 于 周围 ?的 含义 都 是 指 的 这 两 
个 字 的 边界 ( 框 ) 的 中 上 部 与 周围 的 比较 . 因此 ,首先 我 们 可 以 肯 
定 ,“ 四 性 ”与 “ 西 性 ”都 是 一 个 图 形 的 边界 上 的 点 的 性 质 ,既然 它 
们 都 是 对 图 形 而 言 的 ,我 们 就 应 该 注意 到 ,对 于 “外 ”与 “加 ”所 说 
的 “ 低 于 周围 ”与 “高 于 周转 ”的 含义 是 不 一 一 内 的 从 “ 凸 ” 字 来 看 . 
其 边界 点 上 的 “ 凸 点 ”不 但 比 周围 的 边界 点 高 ,也 比 周围 的 在 图 
形 内 部 的 点 高 ;而 从 “上 是 ” 宇 来 看 ,其 边界 . 的 冲 点 ”虽然 比 周 图 
的 边界 点 低 ,但 并 不 比 周围 的 在 图 形 内 部 的 点 低 . 注意 到 这 点 是 
很 重要 的 . 这 就 是 说 四 ?与 “ 凸 " 的 区 别 并 不 是 “中 和“ 口 ? 的 区 
别 . 对 于 后 两 者 来 说 ,把 两 者 之 一 颠倒 一 下 ,就 没有 区 别 了 ,而 

“四 2>“ 凸 ?两 字 不 管 怎么 变 方向 ,由 于 还 要 考虑 图 形 的 内 部 ,都 

不 会 使 原 有 的 “四 性 "与 “ 西 性 ?颠倒 , 就 象 对 一 个 齿轮 来 说 ,人 们 
对 齿轮 边界 上 的 点 的 “ 辕 性 ”与 “ 屿 性 ”, 并 不 因为 齿轮 的 位 置 变 
化 而 改变 看 法 . 这 同时 也 说 明 ,“ 高 低 ” 都 是 指 所 考察 的 点 相对 于 
对 图 形 来 说 的 某 一 方向 而 言 的 ,而 不 是 对 事先 已 定好 的 与 图 形 
无 关 的 国定 方向 而 言 的 . 

现在 我 们 对 “ 辕 西 ”的 认识 比 原 有 的 粗略 的 感觉 已 经 进 了 一 
步 . 但 是 为 了 更 确切 地 刻 划 “四 点 ”与 “ 凸 点 ”还 需 作 一 些 更 明确 


ee 


< 


的 规定 . 

“ 定 议 I” 对 一 个 (平面 ) 图 形 来 说 ,其 边界 上 的 一 个 点 称 
为 凸 点 ,是 指 对 于 某 个 方向 而 言 , 它 比 在 其 周围 的 图 形 内 部 的 点 
要 高 ;其 边界 上 的 一 个 点 称 为 凹 点 ,是 指 对 于 某 个 方向 而 言 ,在 
其 周围 的 比 它 低 的 点 都 是 图 形 内 部 的 点 . 

这 个 “定义 ”已 对 我 们 通常 理解 的 凹凸 有 所 加 工 , 其 中 最 引 
人 注目 的 是 我 们 只 让 所 讨论 的 点 与 其 周围 的 图 形 内 部 点 比 “高 
低 ”, 而 不 问 其 如 何 与 周围 的 图 形 边界 点 比 “ 高 低 ” 同时 ,这 里 对 
凹 点 作 了 比 “ 低 于 周围 ?更 确切 的 说 法 . 这 些 和 我 们 日 常 判 断 目 
凸 稍 有 不 同 . 我 们 所 说 的 凹凸 比 通 常理 解 的 要 宽松 些 , 其 中 允许 
该 点 周围 的 图 形 边界 上 的 点 与 该 点 “不 分 高 低 ” 于 是 有 可 能 出 
现 既 是 西点 也 是 凸 点 的 “ 平 点 ”我们 通常 理解 的 凸 点 和 四 点 可 
以 称 为 严格 凸 点 和 严格 叫 点 ,它们 将 被 定义 为 不 是 四 点 的 丁点 
和 不 是 西点 的 凹 点 ,这 时 ,我 们 可 以 看 到 ,严格 凸 点 将 对 某 一 方 
向 比 其 周围 的 边界 点 高 ,而 严格 馈 点 则 反之 . 但 是 把 这 两 个 性 质 
作为 严格 西 . 凹 点 的 定义 显然 是 不 合适 的 ,因为 如 果 不 考虑 图 形 
的 内 部 ,这 样 的 定义 是 无 法 区 别 (严格 ) 巴 与 凹 的. 

虽然 我 们 已 在 这 里 抓 住 了 
确定 四 性 与 凸 性 的 关键 ,但 是 
这 个 “定义 ”还 不 能 算是 一 个 完 
整 的 数学 定义 ,因为 什么 是 “图 
形 ” 什 么 叫 一 个 “图 形 ” 的 “ 边 
界 ” 和 “内 部 ”什么 叫 一 个 点 的 
“周围 ”怎样 衡量 “高 低 " 等 等 
都 需 进 一 步 说 明 . 不 过 ,对 于 中 
学 平面 几何 中 所 遇 到 的 三 角 
形 多边形 、 圆 等 图 形 ,这 些 概 图 1 三 角形 


念 都 是 明确 的 . 我 们 先 来 对 这 些 图 形 讨 论 它 们 的 边界 点 的 四 性 
与 是 性 . 

最 简单 的 平面 图 形 是 三 角形 . 三 角形 的 内 部 与 边界 的 含义 
都 很 清楚 . 我 们 可 以 看 到 ,三 角形 的 边界 上 的 点 都 是 凸 点 ,但 只 
有 三 个 顶点 是 严格 凸 点 . 对 于 三 条 边 的 内 部 的 点 来 说 ,指向 三 
角形 外 部 的 所 在 边 的 垂 线 方向 就 是 “定义 ”所 要 求 的 方向 . 对 于 
这 样 的 方向 来 说 ,该 点 周围 的 图 形 内 部 的 点 都 比 它 低 . 同时 它 周 
围 比 它 低 的 点 也 一 定 是 图 形 内 部 的 点 , 即 它们 同时 也 是 凹 点 . 而 
对 于 三 角形 的 顶点 来 说 ,我 们 总 能 找到 某 个 “ 凸 方向 ”使 得 对 这 
个 方向 而 言 , 它 高 于 周围 的 三 角形 的 内 部 点 和 边界 点 . 例如 ,在 
图 1 中 ,对 于 三 角形 4BC 的 顶点 A 来 说 ,DA 与 EA 之 间 的 任 
何 向 三 角形 外 的 方向 都 是 “号 方 向 ”, 即 使 4 高 于 周围 的 图 象 内 
部 点 的 方向 ,这 里 DA 垂直 于 45,EA 垂直 于 4C. 但 不 再 存在 
任何 方向 ,使 得 对 该 方向 而 言 , 低 于 它 的 周围 的 点 是 三 角形 内 部 
的 点 . 因而 它们 都 是 严格 西点 . 

对 于 多 边 形 来 说 情况 有 点 不 同 . 一 个 多 边 形 的 边界 上 的 点 
不 一 定 都 是 凸 点 ; 即 并 非 是 每 一 个 多 边 形 的 顶点 都 一 定 是 〈 严 


A/ 


图 2 凸 多边形 


格 ) 凸 点 . 所 谓 凸 和 多边形 就 是 其 所 有 边界 点 都 是 凸 点 的 多 边 形 . 
它 也 就 是 每 一 内 角 都 小 于 7 的 多 边 形 . 平行 四 边 形 、 梯 形 , 正 多 
边 形 等 都 是 凸 多 边 形 ( 见 图 2). 验证 西 多 边 形 的 边界 点 的 凸 性 
的 方向 与 三 角形 情形 一 样 选择 . 但 是 只 有 了 凸 多 边 形 ,而 没有 “四 
多 边 形 ”, 即 不 存在 其 每 -边界 点 都 是 “ 町 点 ”( 从 而 其 所 有 内 和 角 
都 大 于 x) 的 多 边 形 . 这 是 因为 多 边 形 的 内 角 和 为 的 ( 边 数 - 
2) 倍 ,所 以 它 至 少 有 3 个 内 角 小 于 x. 

二 述 这 件 事 有 普遍 意义 . 如 果 我 们 称 一 个 其 所 有 边界 点 都 
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电 3 凸 图 形 
是 凸 点 的 图 形 为 凸 图 形 ,而 其 所 有 边界 点 都 是 咎 点 的 图 形 为 凹 
图 形 ,那么 我 们 可 以 看 出 ,常见 的 图 形 中 凸 图 形 很 多 , 除了 凸 多 
边 形 外 , 贺 是 一 个 例子 ,其 中 “是 性 方向 ”就 是 边界 点 所 对 应 的 半 
经 方向 . 圆心 角 小 于 x 的 扇形 是 又 一 个 例子 . 一 般 的 凸 图 形 有 如 
图 3 中 那样 的 形状 . 媚 图 形 则 可 看 作 贡 图 形 的 余 集 再 并 上 .其 边 
界 . 这 种 图 形 并 不 多 见 , 事实 上 ,四 图 形 总 是 无 界 的 , 即 无 法 把 它 
限制 在 一 个 大 圆 内 . 这 就 是 说 ,就 如 上 面 所 说 “四 多 边 形 ” 是 不 存 
在 的 那样 ,有 界 的 凹 图 形 是 不 存在 的 .这 件 事 即使 对 于 用 一 条 
“ 强 圈 ”( 无 交叉 点 的 连续 封闭 曲线 ) 围 成 的 图 形 来 说 也 并 非 显 而 
易 见 . 本 丛书 中 姜 伯 驹 教授 写 的 《 绳 圈 的 数学 ;) 将 证 明 一 个 绳 图 
的 “外 角 和 ”公式 , 利用 它 可 以 象 证 明 不 存在 “四 多 边 形 ” 那 样 来 


ts 


证 明 不 存在 (有 界 的 )“ 目 图 形 ”. 但 对 于 一 般 情形 来 说 则 无 法 利 
用 这 样 的 公式 . 由 此 也 可 说 明 这 本 小 册子 为 什么 象 其 它 一 些 类 
似 主题 的 书 一 样 , 题 目 中 只 带 “ 凸 ? 字 , 而 不 带 “ 四 ? 字 , 虽然 “四 ” 
似乎 是 “ 西 " 的 反义词 ,其 实 * 馈 性 ?对 于 有 界 的 图 形 ( 它 自然 比 无 
界 的 图 形 有 用 得 多 ) 来 说 不 可 能 象 “ 凸 性 ?那样 成 为 一 种 整体 的 
几何 性 质 . 

还 有 一 点 要 注意 ,对 于 一 
个 图 形 来 说 , 它 的 边界 点 并 非 
不 是 凸 点 就 一 定 是 四 点 . 有 可 < 
能 存在 非 西非 目的“ 拐点” 例 
如 , 当 图 形 的 边界 的 一 部 分 有 
点 象 正弦 函数 图 象 时 ,对 应 正 
张 函数 零点 处 的 边界 点 就 是 非 
西非 四 的 ( 见 图 4 的 4 点 ). 这 
样 一 来 ,图 形 边界 上 有 非 凸 点 图 4 有 非 凸 非 目 点 的 图 形 
并 不 说 明 一 定 有 严格 四 点 . 因此 ,一 个 非 凸 图 形 的 边界 上 是 否 有 
严格 四 点 并 不 是 显然 的 . 我 们 以 后 将 证 明 下 列 结论 :年 个 非 西 图 
形 的 边界 上 至 少 有 一 个 严格 媚 点 . 


§1.2 凸 王 四 周 鼓 出 


我 们 在 上 节 已 把 人 们 是 常 对 凹凸 的 感觉 和 理解 精确 为 几何 
观念 .虽然 要 把 它们 进一步 数学 形式 化 还 需 再 加 工 , 但 这 对 训练 
有 素 的 数学 工作 者 来 说 已 不 是 难事 ,这 些 都 是 属于 “去 粗 取 精 ， 
去 伪 罕 真性 的 工作 ,是 科学 研究 的 开始 . 科学 研究 的 深入 将 是 
由 科学 观念 出 发 的 “由 此 及 彼 , 由 表 及 里 ”， 

60" 


然而 ,在 做 “由 此 及 彼 , 由 表 及 里 ”的 工作 以 前 ,我 们 先 玻 芍 
察 一 下 已 形成 的 科学 观念 是 否 很 有 利于 做 这 样 的 工作 ,是 否 还 
有 更 好 的 提 法 . 从 一 个 非常 复杂 的 概念 出 发 的 研究 是 很 难 进行 
的 ,因此 ,人 们 总 是 寻求 一 个 尽 可 能 简单 的 理论 出 发 点 . 

用 这 样 的 要 求 来 看 待 我 们 在 上 节 提 出 的 凸 性 概念 ,人 们 有 
理由 感到 不 满足 . 根据 上 节 提 出 的 “定义 ”, 要 鉴别 一 个 图 形 是 否 
是 西 的 ,必须 看 它 的 边界 上 的 每 一 个 点 是 否 是 凸 的 . 只 要 有 一 个 
点 不 是 凸 点 , 它 就 不 是 凸 图 形 . 由 此 出 发 来 检验 图 形 的 凸 性 、 研 
究 凸 图 形 的 性 质 自 然 是 十 分 费劲 的 . 这 样 ,如 果 有 可 能 的 话 , 我 
们 应 该 设法 来 找 一 个 更 好 的 凸 图 形 的 定义 . 

我 们 现在 来 看 看 一 个 凸 图 形 还 有 什么 更 简明 的 刻 划 方式 . 
由 于 西 图 形 的 每 一 个 边界 点 都 “高 于 周围 ”从 而 从 总 体 来 看 , 它 
的 四 周 看 来 都 应 是 鼓 出 的 . 因此 ,我 们 可 以 尝试 用 "四周 茧 出 ”出 
发 来 刻 划 凸 性 , 通常 的 汉语 词典 里 ,“ 凸 ”总 是 只 有 “高 于 周围 
种 解释 , 即 只 认为 它 是 边界 点 的 一 种 局 部 几何 性 质 . 而 “四 周 鼓 
出 ”是 边界 的 一 种 整体 性 质 , 这 种 对 “ 凸 性 ”的 解释 虽然 未 能 在 通 
常 的 汉语 词典 里 找到 , 却 也 是 常 被 人 作 如 此 理解 的 . 同时 ,在 通 
常 的 汉语 词典 里 ,对 “ 鼓 " 字 的 一 种 解释 是 “ 凸 起 ” 这 里 显然 是 就 
边界 的 整体 性 质 而 言 的 . 因此 ,我 们 在 本 节 的 标题 中 写 下 凸 一 


四 周 鼓 出 ”并 没有 标新立异 . 
CR 多 


5 凸 图 形 和 非 凸 图 形 


那么 “四 周 鼓 出 ”将 如 何 来 精确 化 呢 ?“ 四 周 鼓 出 ?所 导致 的 
结果 为 :如 果 对 这 个 图 形 内 部 的 两 个 点 用 直线 段 连结 , 则 这 个 直 
线段 不 会 跑 到 图 形 的 外 面 去 ; 否则 说 明 有 一 段 边 界 没 有 鼓 出 . 如 
图 5 中,K 是 一 个 “四 周 鼓 出 ”的 凸 图 形 ,zi、zxz 是 其 中 的 两 点 . 
则 连接 它们 的 直线 段 也 在 天 中 . 而 非 凸 图 形 K' 则 没有 这 样 的 
性 质 , 

由 此 我 们 可 以 考虑 :能 否 用 “图 形 中 的 点 的 连接 直线 段 还 在 
图 形 中 ”来 作为 凸 图 形 的 特征 ?如 果 可 以 的 话 ,我 们 可 以 发 现 ,这 
里 只 涉及 一 个 概念 , 那 就 是 连接 两 个 点 的 直线 段 ; 而 不 是 象 二 节 
中 根据 “高 于 周围 ?所 提出 的 凸 图 形 的 “定义 1”, 要 涉及 “内 部 ”、 
“边界 ”、“ 方 向 ”、“ 高 低 ” 等 等 一 系列 概念 . 因此 ,如 果 用 它 来 作为 
“ 凸 性 ”的 定义 将 是 非常 简明 扼要 的 . 由 于 它 只 涉及 “点 “直线 
段 " 以 及 “是 否 在 天 中 ”由 此 出 发 的 定义 ,可 以 对 一 般 的 集合 来 
提出 . 具体 叙述 如 下 ; 

“定义 2” 某 集合 称 为 山 集 ， 是 指 连 接 该 集合 中 的 任何 岗 
点 的 连接 直线 段 上 的 点 都 在 该 集合 中 ， 

这 个 “定义 ”已 经 非常 准确 . 但 是 作为 数学 定义 来 说 , 它 还 有 
不 确切 的 地 方 . 如 该 集合 是 在 什么 范围 内 考虑 的 ,什么 叫 “ 直 线 
段 * 等 等 .因此 ,我们 仍 对 它 冠 以 引号 ,表示 它 还 不 是 真正 的 数学 
定义 . 然而 ,对 于 直线 ,平面 三维) 空间 来 说 ,这 个 “定义 ”的 含 
义 是 完全 明确 的 . 我 们 由 此 出 发 就 可 以 判断 它们 的 子 集 是 否 是 
凸 集 了 . 

把 这 个 “定义 2” 与 上 节 的 “定义 1” 作 比较 ,可 以 发 现 “ 定 义 
2” 有 许多 优越 性 . 除了 简明 扼要 、 便 于 验证 等 等 外 ,这 个 “定义 ” 
的 优点 还 在 于 它 的 一 般 性 . 例如 ,根据 这 个 “定义 2”, 直 线段 、 
圆 、 球 都 是 凸 集 . 而 根据 “定义 1”, 如 果 在 平面 上 考虑 ,直线 段 不 
是 凸 图 形 , 因 为 它 没有 “图 形 的 内 部 ”这 自然 不 太 合理 . 为 了 如 
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免 这 种 不 合理 ,可 以 说 ,“ 直 线段 对 于 直线 来 说 是 ' 西 图 形 ”; 这 
时 的 “四 图 形 ” 的 “定义 ? 仍 可 如 “定义 1? 那样 提出 ,但 其 中 的 “内 
部 ”“ 边 界 ?等 都 将 对 直线 而 言 . 虽然 这 种 解决 办 法 使 得 我 们 也 . 
能 一 般 地 说 ; x Xx (集合 ) 对 于 XX (空间 ) 来 说 是 “上 图 形 ” 或 “三 
集 ”, 但 它 显然 远 没 有 上 面 “定义 2" 那 么 一 般 和 简便 ， 

“定义 2” 把 凸 性 的 观念 大 为 简化 了 . 可 是 马上 发 生 一 个 问 
题 ,“ 定 义 2” 与 “定义 1? 刻 划 的 是 否 是 同一 种 “ 凸 性 ”一 个 “定义 
2 意义 下 的 凸 集 , 当 它 是 一 个 “图 形 ” 时 , 它 是 否 -一 定 是 “定义 1” 
意义 下 的 凸 图 形 ? 反之 ,一 个 “定义 1? 意 义 下 的 凸 图 形 是 否 - 一 定 
是 “定义 2" 意 义 下 的 凸 集 ? 结论 似乎 应 该 是 肯定 的 , 然而 , 当 你 
真 试图 去 证 明 这 些 肯 定 结论 时 ,马上 会 发 现 事情 远 不 是 象 表面 
上 看 来 那样 简单 . 你 会 觉得 事情 好 象 是 对 的 ,但 却说 不 大 清楚 . 
同时 ,你 还 会 感到 ,我 们 上 面 把 两 个 “定义 ”都 打 了 引号 是 有 道理 
的 ,因为 这 两 个 “定义 ”自身 也 有 许多 不 清楚 之 处 ,用 不 清楚 的 
“定义 ”来 证 明 清楚 的 定理 是 不 可 能 的 . 

事实 上 ,这 里 涉及 一 条 相当 深刻 的 凸 性 基本 定理 , 它 说 明 : 
边界 上 每 一 点 的 “高 于 周围 "的 “局 部 凸 性 ”与 整个 边界 的 “四 周 
鼓 出 ”的 “整体 凸 性 ?是 一 致 的 .其 证 明 相当 不 简单 而“ 凸 性 ”的 
众多 应 用 也 恰好 都 是 由 此 引起 的 . 我 们 以 后 将 看 到 ,这 本 小 册子 
的 全 部 内 容 都 是 围绕 着 这 条 定理 转 的 . 因此 ,下 面 我 们 的 主要 任 
务 将 是 严格 地 证 明 它 . 不 过 ,为 此 我 们 首先 需要 把 我 们 的 数学 框 
架 和 定义 搞 严 密 . 这 是 我 们 在 下 一 节 中 要 做 的 事 . 


§1.3 记号 与 定义 ,平面 R? 


现代 数学 的 严格 性 意味 着 它 是 建立 在 集合 论 和 公理 化 方法 
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的 基础 上 的 . 为 严格 刻 划 码 性 ,我 们 首先 要 对 平面 (以 至 一 般 的 
n 维 室 间 ) 给 出 尽 可 能 明确 的 公理 化 定义 . 这 里 要 引进 一 系列 在 
中 学 数学 中 不 常用 的 记号 . 这些 记号 所 涉及 的 数学 深度 其 实 并 
末 超 出 中 学 数学 的 范围 . 只 是 换 了 一 种 面孔 ,可 能 会 使 人 感到 不 
习惯 . 虽然 我 们 有 可 能 把 它们 完全 翻译 成 中 学 课本 中 的 记号 ,但 
是 其 代价 是 使 叙述 大 为 累 蓉 ,并 且 还 可 能 不 太 严 格 .好 在 掌握 这 
些 新 的 记号 并 不 困难 ,而 熟悉 了 这 些 记号 后 ,对 今后 学 习 现 代数 
学 大 有 好 处 . 

如 同 解析 几何 中 所 说 ,直线 与 实数 全 体 可 看 作 一 回 事 ,平面 
可 看 作 两 个 实数 构成 的 有 序 对 (z,y) 的 全 体 ; 因此 ,如 果 记 

R: 实 数 全 体 或 直线 上 的 点 全 体 . 
那么 平面 就 可 表示 为 RR:==((zx,y)|zER,yER) 
这 里 

;集合 论 的 “属于 ”记号 .aE€ A 表示 a 是 集合 4 的 元 素 . 
所 则 表示 “不 属于 ”. 

:= 表示 这 是 个 定义 等 式 .由 
而 R: 是 按 下 列 通常 的 集合 表示 方式 来 表示 的 ， 
集合 4:= {元 素 a| 元 素 4a 所 具有 的 性 质 . } 

我 们 以 后 将 用 大 写 拉丁 字母 4,B,c,…，,X,Y,Z 等 表示 集 
合 ,用 小 写 拉丁 字母 e,p,c，…z,yyz 表示 平面 (或 空间 ) 上 的 
点 . 这 与 中 学 课本 上 用 大 写字 母 表 示 点 ,小写 字母 表示 数 的 习惯 
不 太一 样 , 在 这 种 情况 下 ,如 果 再 用 (z,y) 来 表示 点 的 座 标 就 有 
可 能 引起 混淆 . 为 此 ,我 们 将 把 点 的 座 标 用 上 标 来 表明 . 例如 ， 

Z 一 (zlz2)， 3 一 (7 好 ) 

等 等 . 之 所 以 用 上 标 而 不 用 下 标 来 标明 点 的 座 标 ,是 因为 我 们 准 


OO “ ;二 ”也 常 有 人 代 之 为 ^ 人 A” 
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备 通过 下 标 来 较 方便 地 用 
表示 一 个 点 列 . 这 样 一 来 ,平面 R* 应 该 表示 为 
R’? :=x ,rt) rx ERXER} 
而 一 般 的 n 维 空间 则 可 表示 为 
R" :={(r ,7 ) | ER, ,x ER) 
这 样 的 表示 方式 当然 也 有 缺点 , 那 就 是 x 可 能 被 理解 为 x 的 平 
方 .但 由 于 我 们 规定 z 是 一 个 点 ,这 是 不 可 能 的 . 至 于 zx!,x? 等 
的 平方 , 则 需要 较 麻 烦 地 表示 为 (x1)*, (zx?)? 等 等 . 尤其 是 zx 到 
| zl := CCr ?+ (Cr) ) 
它 将 被 称 为 x 的 范 数 . 
还 有 一 个 规定 :以 后 0 不 但 用 来 表示 实数 0, 也 表示 座 标 原 
点 (0,0). 这 样 做 一 般 不 会 引起 混淆 ,但 可 以 有 很 多 方便 . 
除了 用 R 表示 实数 全 体外 ,我 们 还 将 运用 下 列 符号 : 
Z :整数 全 体 : 
@: 有 理 数 全 体 . 
自然 数 全 体 N 似乎 很 直观 ;从 1 出发, 不断 加 1, 就 可 得 到 它们 
全 部 ,但 更 严格 的 叙述 仍 需 一 整套 公理 , 我 们 在 这 里 不 作 深 究 ， 
认为 自然 数 系 ( 全 体 )N 是 一 个 很 明确 的 集合 . N 上 可 定义 通常 
的 加 法 ,可 是 两 个 自然 数 相 减 不 一 定 是 自然 数 . 为 使 减法 总 能 进 
行 , 就 必须 把 自然 数 系 N 扩大 为 整数 系 Z. 整数 系 Z 中 除 加 减 
法 外 又 能 定义 通常 的 乘法 ,但 两 个 整数 相 除 不 一 定 是 整数 . 为 使 
除 法 总 能 进行 ,又 必须 把 整数 系 Z 扩大 为 有 理 数 系 @. 从 有 理 
数 系 @ 再 扩大 为 实数 系 RR 是 通过 极限 运算 来 定义 的 . 定义 让 的 
办 法 很 多 . 其 中 用 到 的 一 条 规定 常 被 称 为 连续 性 公理 , 它 的 含义 
。/1 1 。 


是 把 稀 芯 的 有 理 数 系 “ 连 绫 化 ”最 简便 的 连续 性 公理 看 来 是 下 
面 这 条 : 
连续 性 公理 ”单调 有 界 数列 有 极限 . 
实数 系 丸 就 可 由 有 理 数 系 &@ 根据 这 条 公理 扩充 而 成 . 它 与 
通常 的 中 学 课本 上 所 说 的 “无 限 (十 进 ) 小 数 的 全 体 ” 是 一 致 的 ， 
每 个 无 限 ( 十 进 ) 小 数 无 非 就 是 一 个 单调 有 界 的 有 限 ( 十 进 ) 小 数 
有理数) 数列 的 极限 ， 
除了 上 述 的 连续 性 公理 外 ,我 们 还 可 用 其 他 形式 的 公理 来 
定义 实数 . 例如 ,我 们 也 可 采用 下 列 公理 ， 
列 紧 性 公理 ”每 个 有 界 数 列 有 收敛 子 列 . 
容易 证 明 ,这 条 列 紧 性 公理 在 我 们 所 讨论 的 情形 与 连续 性 
公理 是 等 价 的 (参看 习题 1). 但 是 作为 实数 的 基本 性 质 , 有 时 列 
对 于 实数 系 灵 中 的 加 \ 减 . 乘 、 除 运算 我 们 仍 用 常用 的 记号 
+ 十、 一 /其 中 乘法 的 ”，” 经 常 被 省 略 . 这 些 运 算 也 可 转移 到 
平面 R* 中 去 . 我 们 定义 
V r= ,7 ER, Vy=(y,y)ER’, 
ZX 土 y: 二 (Xx' 士 y' ,XT 土 y) 
VY AERYY zx rER, Ax:= (Ar! AZ) 
这 里 
VY :表示 “对 于 所 有 的 ”中 ， 
与 它 相对 应 的 记号 还 有 
了 :表示 “存在 ?四 
这 些 记号 可 以 使 我 们 的 叙述 大 为 简化 . 否则 ,例如 上 述 的 第 一 个 


@ YY 是 AdCall, 所 有 ) 的 颠倒 . 
留 3 是 ECexigts, 存 在 ) 的 颠倒 , 它 与 Y 在 集合 论 中 称 为 集合 的 量词 . 
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定义 就 应 该 说 成 : 

对 于 所 有 R* 中 的 元 素 xX 二 (x',X?) 和 元 率 y 二 (y'，Yy ) 来 
说 ,ZX 十 y 被 定义 为 (x! 十 yz 十 
现在 的 记号 与 这 里 的 含义 是 完全 一 样 的 ,但 简洁 得 多 . 这 种 记 法 
在 现代 数学 文献 中 已 用 得 非常 普遍 . 

我 们 可 以 看 到 ,上 面 对 平 面 Rr" 上 的 两 个 点 的 加 减 以 及 -个 
点 与 一 个 实数 的 相 乘 的 定义 ,与 中 学 教材 中 的 对 平面 向 量 的 定 
义 是 一 样 的 . 这 样 , 原 米 R* 仪 仅 相当 于 两 个 实数 系 R 的 “ 相 
乘 ”, 即 所 谓 两 个 集合 R 的 “乘积 集合 ” 现在 其 上 又 定义 了 可 递 
的 加 法 (减法 是 加 法 的 道 运算 ) 和 数 乘 (与 实数 相 乘 ) 两 种 运算 
(它们 合 在 一 起 称 为 线性 运算 ) ,就 使 玉 有 了 一 种 代数 结构 . 这 
种 代数 结构 称 为 向 量 空间 (或 线性 空间 ) 绪 构 , 一 般 来 说 ,如 潜在 
某 个 集合 上 定义 了 线性 运算 , 即 ( 可 道 的 ?加 法 和 数 太 ( 以 及 它们 
所 满足 的 结合 律 ,交换 律 . 分 配 律 等 等 ) ,那么 该 集合 就 称 为 向 量 
室 间 或 线性 空间 . 由 以 及 更 一 般 的 R" 都 可 看 成 向 量 空间 . 现代 
数学 中 不 但 研究 这 些 真 赴 起 源 于 通常 向 量 概念 的 问 量 空间 ,还 
研究 许多 有 向 量 空间 结构 、 但 并 无 通常 向 量 含义 的 向 量 空间 . 人 
如 ,所 有 多 项 式 的 全 体 也 能 看 成 -~ 个 向 量 空间 ,因为 其 上 有 很 自 
然 的 加 法 和 数 乘 . 我 们 以 下 的 讨论 实际 上 大 部 分 都 对 一般 的 向 
量 空间 成 立 , 而 对 R? 作 具 体 叙述 只 是 为 了 便于 理解 . 现代 数学 
公理 化 方法 的 威力 就 在 于 此 . 一 些 仅 对 于 平面 有 所 讨论 的 结 
果 , 可 以 毫 不 费力 地 推广 到 一 般 的 4 维 空间 R", 其 至 一 些 “ 通 数 
空间 ”为 此 只 需 注 意 讨论 是 否 只 与 “向 量 空间 的 公理 体系 ”有 
关 . 

在 有 中 (以 及 在 一 般 的 向 量 空间 中 ,以 下 几乎 都 可 以 这 样 
认为 ) 定 义 了 线性 运算 以 后 ,我 们 还 可 以 定义 R 中 集合 的 线性 
运算 如 下 : 
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Y A,BCR’; A+B: 一 (xz 各 有 |z 一 和 十 yzEA， 
y€EB.)} 
V ACR:,VAER, A4A:={zER’|Iz=Ar,rEA.} 
这 里 
CC: 表 示 “ 和 包含 于 ”; ACR 即 意味 着 A 是 R? 的 子 集 . 
需要 注意 的 是 我 们 这 里 定义 的 R 中 的 集合 的 加 减 是 由 向 量 的 
代数 运算 导 得 的 , 它 并 非 是 集合 自身 的 运算 . 有 不 少数 学 书 中 把 
4 十 B 理解 为 4 与 B 的 并 集 ,把 4 一 B 理解 为 4 与 B 的 差 集 ， 
我 们 当然 要 排除 这 种 理解 , 而 我 们 的 集合 运算 记号 定义 如 下 : 
UU ;并 集 记号 , 即 4UB:={zlzE4 或 zEB)， 
门 :交集 记号 , 即 A 门 B;: 二 {zzxE 4 与 TEB 同时 成 立 }. 
\、: 差 集 记号 , 即 A\B: 二 {rj|x€EAhA 但 zB), 
现在 我 们 把 上 面 的 概念 讨论 小 结 如 下 : 
直线 或 实数 条 民 是 由 自然 数 来 N 出 发 ,通过 加 减 夹 除 和 极 
限 运 算 不 断 扩充 而 成 的 . 最 后 形成 的 实数 条 民 包 含 自然 数 条 
NN 整数 系 Z 和 有 理 数 条 @ 为 子 集 ,其 上 能 进行 加 减 乘除 和 极限 
运算 ,并 且 满 足 “ 单 调 有 界 数 列 有 极限 ”或 “每 个 有 界 数列 有 收 伍 
子 列 ”的 性 质 . 
作为 集合 ,平面 R* 是 两 个 实数 条 RR 的 事 积 集合 . 如 果 再 把 
及 中 的 可 北 的 加 法 和 数 乘 运算 (线性 运算 ) 引 进 民 , 那 么 民 就 有 
了 代数 结构 . 这 种 结构 称 为 向 量 空 间 结构 或 线性 空间 结构 , 
关于 平面 上 的 集合 的 凸 性 的 讨论 ,我 们 暂时 只 需要 平面 RR 
有 向 量 空间 结构 . 进一步 的 讨论 我 们 还 需要 把 R 中 的 连续 性 和 
极限 运算 转移 到 R* 上 . 用 术语 来 说 , 它 将 使 R* 具有 拓扑 结构 . 
“拓扑 "是 Topology 的 音译 . “拓扑 学 ”是 几何 学 的 进一步 发 展 ， 
它 研究 几何 图 形 经 “连续 变换 ”后 不 变 的 性 质 . 人 们 常 以 为 拓扑 
学 是 很 深奥 难 懂 的 数学 ,中 学 水 平 是 无 法 高 攀 的 ,其 实 不 然 . 拓 
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扑 学 的 基本 概念 并 不 神秘 . 本 从 书 中 将 有 不 止 一 本 小 册子 介绍 
拓扑 学 的 内 容 . 至 于 这 本 小 册子 ,实质 上 与 拓扑 学 有 关 的 就 是 据 
扑 结构 这 个 名 词 . 它 意味 着 在 有 这 种 结构 的 集合 中 ,人 们 可 以 讨 
论 有 关连 续 性 .极限 等 问题 . 

本 世纪 30 年 代 起 ,有 一 群 法 国 青年 数学 家 以 N. Bourbaki 
为 集体 假名 , 搞 起 了 一 - 场 为 整个 数学 建立 公理 化 体系 的 运动 . 他 
们 认为 数学 研究 的 对 象 基 本 上 只 有 代数 结构 . 拓扑 结构 和 序 结 
构 这 三 种 结构 ,这 里 序 结构 是 指 集 合 中 元 素 可 以 比 大 小 , 例如 ， 
N、Z、Q、R 中 都 有 可 比较 大 小 的 序 结 构 , 但 是 R 中 就 没有 通常 
的 序 结构 ,因为 对 于 平面 上 的 两 个 点 来 说 ,如 果 不 作 特 别 的 规定 
(定义 一 种 序 结 构 ), 无 法 比较 大 小 . Bourbaki 们 的 观点 并 不 全 
面 ,实际 上 现代 数学 的 许多 研究 并 不 局 限于 这 三 种 结构 . 但 是 他 
们 的 看 法 是 很 有 价值 的 . 至 少 使 人 们 可 以 把 数学 性 质 大 致 划分 
为 三 大 类 ;代数 性 质 , 拓 扑 性 质 和 序 性 质 . 

在 下 一 节 中 我 们 将 看 到 : 凸 性 是 一 种 代数 性 质 . 因此 ,原则 
上 在 只 有 代数 结构 的 平面 (或 维 空间 以 及 一 般 的 向 量 空间 ) 上 
就 可 讨论 . 但 是 我 们 以 后 还 会 看 到 ,如 果 把 凸 性 与 平面 的 拓扑 性 
质 联系 起 来 ,那么 可 讨论 的 内 容 将 丰富 得 多 . 

有 一 点 数学 结构 的 概念 以 后 , 当 我 们 对 客观 世界 中 的 现象 
进行 数学 抽象 时 ,就 可 对 问题 有 一 个 初步 的 判断 . 拿 我 们 在 前 两 
节 中 的 讨论 来 看 ,以 ^“ 凸 = 高 于 周转 ?出 发 所 得 到 的 “定义 1 ”在 
进一步 数学 严格 化 时 就 会 相当 复杂 . 这 是 因为 其 中 涉及 的 “高 
低 ” 是 比 大 小 的 序 关 系 ,“ 方 向 ”是 与 向 量 空间 有 关 的 代数 概念 ， 
而 “周围 >“ 内 部 ”“ 边 界 ” 等 又 是 与 连续 性 有 关 的 拓扑 概念 . 于 
是 这 样 的 西 性 “定义 "将 是 一 个 涉及 三 种 数学 结构 的 概念 . 然而 ， 
以 “ 凸 王 四 周 鼓 出 ?出 发 所 得 到 的 “定义 2” 就 不 那么 复杂 ,因为 
其 中 只 涉及 一 个 代数 概念 一 一 “直线 段 ”( 参 看 下 节 ). 可 是 我 们 
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以 后 又 要 证 明 这 两 种 “定义 ”在 一 定 意义 下 是 一 样 的 . 这 是 现代 
数学 的 又 一 个 特点 : 找 出 不 同 结构 性 质 的 内 在 联系 . 这 一 特点 在 
中 学 数学 中 不 太 突出 ,因为 那里 很 少 涉及 拓扑 性 质 . 即使 在 解析 
几何 中 用 代数 方法 来 解 几 何 问题 ,从 结构 上 来 看 ,它们 都 还 是 只 
涉及 代数 结构 和 序 结构 . 而 在 现代 数学 中 这 一 特点 极为 明显 , 在 
几乎 每 一 个 重要 的 数学 结果 中 ,或 是 从 它 的 陈述 中 ,或 是 从 它 的 
论证 方法 上 ,我 们 都 可 看 到 这 一 特点 . 这 里 可 以 用 两 个 在 中 学 数 
学 中 熟知 的 .但 实质 上 属 现代 数学 领域 的 例子 来 说 明 这 一 点 . 
一 个 例子 是 代数 基本 定理 一 一 每 个 代数 方程 至 少 有 一 个 复 根 . 
这 是 条 代数 定理 . 但 其 证 明 必须 要 用 到 多 项 式 函 数 的 连续 性 ( 折 
扑 性 质 ). 另 一 个 例子 是 Euler 公式 一 一 “多 面体 的 顶点 数 、 楼 
数 五 和 面 数 下 (这 些 都 是 代数 概念 ) 满 足 :V 一 巨 十 已 一 2( 这 是 个 
“拓扑 不 变量 ') ,就 是 一 个 代数 性 质 与 拓扑 性 质 的 内 在 联系 . 


习 题 
1. 设 天 是 一 个 以 有 理 数 系 @ 为 子 集 的 集合 ,其 上 有 保持 有 理 数 原来 大 小 
的 序 关 系 . 天 中 的 数列 极限 用 通常 的 e 一 N 定义 ,但 可 限制 。 只 取 有 理 
数 .证 明 , 在 天 上 连续 性 公理 和 列 紧 性 公理 是 等 价 的 , 即 它们 互 为 对 方 
的 充 要 条 件 . 
2. 设 4,B,CCR2,AER 证明， 
(a) 4 十 (B 十 C) 一 (4 十 B) 十 C. 
(b) MAC4 十 B) 一 14 十 MBE， 
3. 设 4CR: ,试问 ， 
(a) A 十 4 二 24 是 否 总 成 立 ? 
(b) 是 否 有 可 能 4 十 4 一 4, 但 4 不 是 全 平面 形 , 也 不 是 过 原点 的 直 
线 ? 
(c) ”是否 有 可 能 4 十 4 一 4 一 4? 能 指出 该 等 式 成 立 的 充 要 条 件 吗 ? 
。J16。 


$1.4 线段 .射线 和 直线 , 凸 集 和 锥 


在 解析 儿 何 中 ,我 们 知道 平面 上 两 点 连接 线段 的 中 点 的 坐 
标 恰 好 为 两 点 坐标 和 的 一 半 . 用 我 们 现在 的 符号 表示 , 设 ze = 
(zi x0) ER ,X= (ri I) ER 为 平面 上 的 两 点 , 则 它们 的 中 点 
去 就 应 该 是 
元 二 ZT 十 Xi Xi 十 XY Xo 十 区 i 
2 ” 2 2 
在 一 般 情形 ,对 于 任意 的 AME [0,1] : = (XE RI0&AS1)}， 必 
:=(1 一 人 )zo 十 MAzl 就 对 应 连接 zs。 和 zi 的 ( 直 ) 线 段 中 的 一 点 . 万 
其 是 当 4=0 时 x 对 应 zo, 而 当 4=1 时 对 应 工 ,. 
定义 1 设 xo;xieR: 为 任意 两 点 .那么 
[xox : = {rER |z= (1~AzrotAr ,ME LO,1], 
称 为 连接 zo ,zi 的 闭 线段 . 
(ToT1) := {TER r= ~— Axo-Ar, AE (0,1)} 
称 为 连接 zo,zi 的 开 线 段 ,这 里 (0,1) : = (X10 过 4<1}. 
(zxorxi): = {ER Ir= (ArotAr, AE (0,1]} 
称 为 连接 zoyz 的 左 开 右 闭 线段 ,这 里 (0,1] : 一 {410<AE1)， 
[zuz) : = (rER z= (1— Nzrot ar AE LO, 1)} 
称 为 连接 zxo,z 的 左 闭 右 开 线 段 , 这 里 [0,1) : = (410< <1). 
显然 ,由 定义 立即 可 得 
[zoszi]= [ziyzo), (zoyz 站 一 [zyzo) 
如 果 我 们 允许 4 的 变化 范围 超出 [0,1j, 那 么 zx; 将 走出 闭 
线段 [Lxo ,zij, 但 还 将 在 连接 x。 和 z 的 直线 上 . 于 是 我 们 又 可 
有 下 列 定义 : 
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定义 2 设 xwoyziCR’ 为 任意 山 点 .那么 
Zn: = (ER zt= ArotAr, AE (0, + 00)) 
称 为 从 xso 出 发 连接 x 的 射线 ,这 里 (0, 十 c) : 二 (41A>0). 
Zo = {mER T= — rt ar,, AER) 
守 为 连接 x。 和 zz; 的 直线. 
上 述 这 些 概念 都 只 用 到 R: 中 的 线性 运算 ,因此 ,这 些 概念 
都 是 代数 概念 . 
有 了 线段 的 概念 以 后 ,我 们 就 可 把 前 面 的 凸 集 的 “定义 2” 
严格 化 如 下 : 
定义 3 ACR’ 称 为 凸 集 ,是 指 
¥ zsxEAY AELO,1], (1 Azritahr€E A 


Y zzzcE4， [zxi,xs CA 
凸 集 是 从 线段 出 发 所 形成 的 集合 , 为 了 以 后 的 应 用 ,我 们 还 
要 定义 一 类 射线 形成 的 集合 . 
定义 4 Cs CR 称 为 以 mmE 尽 为 顶点 的 锥 , 是 指 
VYxzEC- YA>0，(-Dx+MzEC- 
或 V XECs, ZECC-。 
特别 是 , 当 zo=0 时 ,C=C;, 就 简称 为 锥 . 
命题 1 
1. 如 果 天 ER2zE7T 都 是 凸 集 ( 锥 ,那么 门 ;ie 天 ,也 是 凸 集 
( 锥 ). 
2. 如 果 光 ER,KiE R? 是 凸 集 ( 锥 ) ,i 二 1,2,… ,那么 


AH AK, 
也 是 凸 集 ( 锥 ). 
证 明和 留 给 读者 作为 习题 . 
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定义 5 又 是 凸 集 又 是 锥 的 集合 称 为 凸 锥 .不 包含 直线 的 
凸 锥 称 为 尖 凸 锥 .如 果 一 个 尖 症 锥 不 能 扩大 为 一 个 更 大 的 尖 凸 
锥 ,那么 它 就 称 为 极 大 尖 后 锥 . 

在 平面 情形 , 凸 锥 C 无 非 是 一 个 角 状 区 域 ( 如 图 6) ,但 不 要 
求 这 个 角 状 区 域 的 两 边 与 顶点 一 定 在 C 中 , 尖 凸 锥 就 是 夹 角 不 
大 于 x 的 角 状 区 域 . 而 极 大 尖 凸 锥 显然 是 半 个 平面 ,并 且 其 边 
界 只 有 包含 顶点 的 半 条 直线 此 外 ,不 是 全 平面 和 半 平 面 的 凸 锥 
一 定 是 尖 凸 锥 . 


图 6 凸 锥 与 极 大 尖 凸 锥 
这 些 结论 看 来 十 分 直观 ,但 是 如 果 严 格 按照 公理 化 方法 的 


要 求 ,要 证 明 它 们 还 是 要 费 一 番 功 夫 的 . 我 们 简 述 证 明 过 程 如 
下 : 

1. 在 平面 上 给 出 一 个 以 原点 为 中 心 的 单位 圆 ,这 是 一 个 用 
单位 圆 方程 来 定义 的 集合 ， 

D: ={(zx ,x ER |r) tr) =1) 

由 于 这 里 只 涉及 一 个 代数 关系 ,这 样 的 定义 是 合理 的 . 

2. 通过 站 与 [0,27) 的 对 应 关系 (xi ,zx?)(= (cos0, sing)) 
F>0 来 定义 角度 . 这 个 对 应 其 实 相 当 复 杂 , 因 为 我 们 在 这 里 不 
能 利用 “ 弧 长 "的 概念 . 实际 上 需要 用 非 几 何 的 方法 来 定义 三 角 
涵 数 和 反 三 角 函 数 后 才能 做 到 这 点 . 
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3. 设 凸 锥 为 C. 则 CND 所 对 应 的 角度 8 和 集 是 一 个 RR 中 的 
有 界 集 . 利用 “单调 有 界 数 列 有 极限 ”可 以 证 明 这 个 集合 有 上 确 
界 ( 最 小 上 界 ) 和 下 确 界 ( 最 大 下 界 ). 

4. 如 果 C 关 R?, 则 可 以 指出 由 上 确 界 与 下 确 界 所 对 应 的 两 
个 方向 的 射线 把 平面 分 成 两 部 分 ,其 中 “ 夹 角 ”不 大 于 的 一 部 
分 就 是 尖 凸 锥 C 的 “内 部 ” 

5. 最 后 还 要 考虑 两 条 射线 与 C 的 关系 . 它们 可 能 是 C 的 一 
部 分 ,也 可 能 不 是 . 但 是 在 极 大 尖 凸 锥 情形 ,一 定 有 且 仅 有 一 条 
射线 在 C 中 ,并 且 所 对 应 的 “ 夹 角 ”一 定 是 地 

可 以 看 出 ,要 把 这 里 的 过 程 详细 写 出 来 是 相当 麻烦 的 ,但 是 
这 并 不 意味 着 我 们 在 平面 几何 中 所 学 的 知识 都 不 能 用 了 . 事实 

上 ,这 些 知 识 早 就 被 证 明 都 可 以 严格 公理 化 ,我 们 完全 可 以 放心 
地 继续 利用 . 这 里 只 是 提请 读者 注意 ,平面 几何 中 许多 人 们 习 已 
为 常 的 概念 和 结果 真 要 严格 公理 化 不 一 定 很 简单 . 角度 的 概念 
ts 也 正 因为 它 的 定义 实际 上 非常 复杂 ,就 很 难 推广 

一 般 情形 .事实 上 ,也 没有 一 个 适用 于 三 维 以 上 空间 的 角度 概 
全 我们 电 经 台面 上 的 大众 与 交角 不 大 了 的 角 状 区 
域 基本 上 是 一 男 事 . 但 在 一 般 人 情形 ,前 一 概念 很 容易 推广 ,后 者 
则 很 难 推 广 . 这 也 给 我 们 -~ 个 护 示 :一 个 数学 概念 在 “公理 结构 ” 
上 赵 简 单 , 它 的 适用 范围 就 址 大 

命题 2 任何 失 巴 狱 都 有 包含 蕊 的 极 大 灾 凸 锥 ， 

在 平面 上 ,这 基本 上 等 于 说 :任何 角 状 区 域 都 有 包含 它 的 半 
平面 , 如 果 我 们 充分 利用 平面 几何 知识 ,这 几乎 不 需要 证 明 . 但 
是 在 一 般 情 形 , 这 却 是 个 意味 深长 的 命题 . 它 的 进一步 抽象 我 们 


人 D ”一般 的 空间 中 可 以 定义 “立体 角 ”, 但 那 还 是 在 两 个 向 量 所 形成 的 平面 上 来 
考虑 角度 的 ， 
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甚至 只 能 把 它 当 作 一 条 公理 或 公理 的 等 价 物 . 由 一 种 数学 理论 
所 需要 的 公理 数目 反映 了 它 的 复杂 性 . 我 们 自然 希望 理论 所 需 
要 的 公理 越 少 越 好 . 尤其 是 希望 不 要 有 令 人 费解 的 公理 . 凸 性 理 
论 总 体 来 说 是 很 简单 的 ,但 它 却 避免 不 了 如 命题 2 那样 的 要 涉 
及 并 不 很 好 懂 的 公理 . 进一步 研究 甚至 可 以 指出 , 凸 性 的 基本 定 
理 几 乎 与 本 页 中 的 注 中 所 提 到 的 公理 是 等 价 的 ! 要 完全 撕 清 村 
这 里 的 关系 超出 了 本 书 的 范围 .我 们 采取 了 一 个 折衷 办 法 , 那 就 
是 要 求 承 认命 题 2. 这 一 命题 在 平面 情形 几乎 是 显 然 的 ,从 而 我 
们 的 论述 在 平面 情形 可 以 认为 是 完全 严格 的 ， 但 一 般 情 形 并 非 
如 此 .数学 工作 最 重要 的 特点 之 一 就 是 一 切 都 要 蚀 根 究 底 .我 们 
提出 这 点 是 为 了 不 把 一 个 陷阱 拿 米 守 充 根 底 ， 否 则 会 把 想 进 一 - 
步 学 习 的 读者 引入 歧途 . 
最 后 ,为 了 证 明 我 们 的 凸 性 基本 定理 ,我 们 还 需要 一 些 定 
义 ， 
定义 6 对 于 集合 4CR’, 包 含 4 的 最 小 凸 集 称 为 4 的 凸 
包 , 记 作 co4. 包含 4 的 最 小 锥 称 为 由 4 生成 的 锥 , 记 作 C(4)， 
一 个 凸 集 的 凸 包 就 是 它 则 已 . 一 个 非 凸 集 4 的 凸 包 则 是 这 
样 产 生 的 :把 4 中 的 点 都 用 线段 连接 起 来 ,形成 一 个 新 集合 ;如 
果 它 还 不 是 凸 集 , 继 续 再 对 这 个 新 集合 进行 同样 的 过 程 , 又 形成 
一 个 新 集合 ;如 果 它 仍然 不 是 凸 集 ,再 继续 上 述 过 程 ; 如 此 等 等 ， 
最 后 形成 的 集合 就 是 4 的 凸 包 . 例如 ,平面 上 三 个 点 的 凸 包 是 
这 样 形成 的 : 先 把 三 个 点 两 两 用 线段 连接 . 如 果 这 三 点 共 线 , 那 
么 它们 的 出 包 就 是 一 个 闭 线段 ;如 果 三 点 不 共 线 ,我 们 得 到 一 
个 三 角形 的 三 条 边 ;然后 再 把 三 条 边 上 的 点 两 两 用 线段 连接 起 
来 ;最 后 得 到 的 凸 包 就 是 整个 包括 内 部 的 三 角形 ， 
@ 这 里 指 所 谓 Zorn 引 理 , 它 是 选择 公理 的 等 价 物 . 
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我 们 现在 来 考虑 这 个 三 角形 中 的 点 的 表示 . 设 这 三 个 点 为 
TiyZ2y23 和 到、 则 三 条 边 上 的 点 由 定义 可 表示 为 
TU 一 ( 一 申 )z1 十 和 rs 
2 一 (一 各)zs 十 hzts 
7 一 (1 一 人 )7Z3 十 Ma 
其 中 庆 E [50,1],i 一 1,2,3, 而 三 角形 内 部 的 点 是 由 上 述 形 
式 的 两 个 点 来 表示 的 . 例如 ， 
T= (1 Az 十 人 zu 
把 zu 和 x 的 表示 式 代 入 ,我们 得 到 
二 入 XZ 十 和 Xz 十 A 区 3 (1) 
其 中 
多 二 (1 一 和 (一 7 ,入 二 (一 加 十 A(1 一 X42) ,一 Ad 
它们 满足 议 >0,1 一 1,2，3; 为 十 和 十 为 ,二 1 (2) 
不 难 验 证 ,三 角形 中 的 任何 一 点 都 可 以 用 (1)、(2) 来 表示 . 它 f 
就 是 三 个 点 的 凸 包 中 的 点 的 一 般 表示 式 . 
在 构造 集合 的 凸 包 时 可 能 包含 两 个 无 限 过 程 . 一 是 把 点 两 
两 连接 时 ,由 于 点 可 能 有 无 限 多 个 ,需要 连 无 限 多 次 ;一 是 可 能 
每 一 两 两 相连 过 程 完 成 后 总 形 不 成 山 集 ,需要 把 这 种 过 程 进行 
无 限 多 次 . 虽然 如 此 ,我 们 仍 认 为 凸 包 作 为 一 个 集合 是 完全 确定 
的 . 就 如 三 角形 作为 三 个 点 的 凸 包 是 完全 确定 的 ,尽管 其 中 在 把 
三 条 边 上 的 点 两 两 相连 时 也 连 了 无 限 多 次 , 然而 ,如 果 要 深究 起 
来 ,这 还 真是 个 问题 :为 什么 人 们 能 做 无 限 次 动作 ?本 世纪 初 , 数 
学 家 曾 为 此 进行 了 一 场 大 辩论 . 结果 是 大 多 数 数学 家 认为 这 样 
做 是 合法 的 ,否则 许多 已 被 实践 证 明 有 用 的 数学 都 要 从 头 来 起 ， 
少数 数学 家 则 认为 这 样 做 不 合法 ,甘愿 研究 一 种 更 难 的 数学 . 这 
种 数学 称 为 直觉 主义 数学 或 构造 主义 数学 , 它 不 承认 能 完成 无 
限 次 的 运算 . 这 类 研究 对 数学 本 身 的 发 展 似乎 推动 不 大 ,但 有 个 
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意外 收获 , 那 就 是 对 计算 机 很 有 用 ,因为 至 少 是 目前 的 计算 机 确 
实 不 会 做 无 限 次 运算 . 
至 于 由 一 个 集合 生成 的 锥 则 较 简 单 ,只 需 把 集合 中 的 每 
个 点 与 原点 相连 为 以 原点 为 顶点 的 射线 即 可 . 
把 上 述 讨论 逐次 类 推 和 进一步 形式 化 ,我 们 就 能 得 到 下 列 : 
命题 3 设 ACR. 则 
coA= {xzER|II A>0,3 rEK,i=1,2,.,k, 


EN 一 之 ja 24=1} 
CA)=—= U4 
命题 证 明 的 完整 叙述 留 给 读者 作为 习题 , 不 过 这 一 命题 的 
前 半 部 分 是 可 以 改进 的 . 实际 上 ,在 平面 情形 ,可 以 证 明 , 上 述 的 
第 二 个 无 限 过 程 一 定 不 会 有 . 就 如 三 个 点 的 凸 包 只 要 搞 两 次 两 
两 连接 的 过 程 就 可 形成 ,一 般 情 形 也 一样 (习题 4). 


习 题 

1. 证明 命题 1. 
2. 设 CCR? 为 锥 .证明 ,C 是 凸 锥 的 充 要 条 件 为 C 十 C 一 C 
3 证 明 ,CE R* 是 极 大 尖 凸 锥 的 充 要 条 件 为 (一 (RNC)UI0} 也 是 极 大 尖 

凸 锥 
4.《Caratheodory 定理 ) 设 AE R*. 证 明 ， 

3 3、 

coA= {ER [3 HE AI A20i1 23 2 hl 2 Nz) 

5. 设 KCR? 为 丁 集 .证 明 ,CCK) 是 西 锥 


§ 1. 5 凸 集 承 托 定理 


在 这 节 中 ,我 们 将 指出 一 个 接近 于 “高 于 周围 三 四 周 鼓 出 ” 
ea。 203。， 


的 结果 . 我 们 先 证 明 : 对 于 凸 集 外 的 任何 点 ,存在 某 个 方向 ,使 
得 整个 凸 集 中 的 点 对 该 方向 而 言 都 不 高 于 该 点 . 它 与 我 们 希望 
证 明 的 还 有 不 小 的 距离 :这 里 是 “整个 凸 集中 的 点 ”, 而 不 是 “该 
点 周围 的 凸 集 中 的 点 ”; 更 没有 提出 “边界 ”“ 内 部 ”等 概念 来 使 
结果 更 确切 等 等 . 

所 谓 “ 整 个 凸 集中 的 点 对 该 方向 而 言 都 不 高 于 该 点 ”也 可 说 
成 ;过 该 点 可 以 作 一 条 (水 准 ) 直 线 , 使 得 凸 集 中 的 点 都 在 该 直线 
以 下 (或 一 侧 ). 因此 ,上 述 结果 即 下 列 

命题 4 设 尺 CCR: 为 是 集 ,zx&KK. 那么 存在 过 x 的 直线 
已 , 使 得 K 在 五 的 一 侧 . 

证 明 不 妨 设 x=0, 否则 可 作 坐 标 平移 . 然后 作 由 天 生成 
的 锥 CC(K) 二 UxwohK. 这 个 锥 一 定 是 同 锥 ($1.4 习题 5). 由 于 
0 所 天, 故 0&C(K), 从 而 CCK) 不 可 能 包含 直线 , 即 C(K) 是 内 
凸 锥 . 由 命题 2, 它 可 以 扩大 为 极 大 尖 凸 锥 Cx. Cw 的 “边界 ?是 
一 条 直线 . 这 条 直线 就 有 所 求 性 质 ( 参 看 图 7). 


图 7 凸 集 外 的 点 高 于 整个 凸 集 
这 一 命题 已 有 点 接近 于 “定义 1” 中 的 表达 ,但 是 由 于 目前 
我 们 没有 “边界 ”“ 内 部 ”等 概念 ,它们 还 不 能 作 比 较 . 我 们 说 过 ， 
“边界 ”“ 内 部 ”等 是 拓扑 概念 ,为 定义 这 些 概 念 必须 对 空间 引入 
拓扑 结构 . 但 是 为 了 不 使 空间 结构 复杂 化 ,我 们 也 可 在 代数 结构 
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下 讨论 类 似 概 念 . 为 表明 这 些 类 似 概 念 并 非 是 真正 的 拓扑 概念 ， 
我 们 都 冠 以 “代数 ”二 字 ， 

定义 7 设 a€ 4CR?. 如果 

V AER’,Ies>0, La,atenh CA (3) 

那么 a 称 为 4 的 代数 内 点 . 4 的 代数 内 点 全 体 称 为 4 的 代数 内 
部 . 记 作 Ai. 如 果 4= 醒 ,那么 4 称 为 代数 开 集 . 

代数 内 点 的 定义 的 意义 是 很 清楚 的 :从 该 点 出 发 ,向 各 个 方 
向 直线 前 进 , 都 可 能 走 一 段 而 不 走出 集合 . 由 于 这 里 只 涉及 线 
段 , 因 此 它 只 是 一 个 代数 概念 . 它 与 我 们 以 后 再 严格 定义 的 “ 拓 
扑 内 点 ”不 是 一 回 事 . 例如 , 设 4CR? 为 两 个 相 切 的 圆 及 其 公 切 
线 所 构成 的 集合 (如 图 8). 那么 该 集合 中 的 公 切 点 a 是 个 代数 
内 点 .但 这 是 个 奇怪 的 代数 内 点 ,因为 它 不 是 我 们 以 后 要 定义 的 
拓扑 内 点 . 

与 代数 内 点 、 代 数 内 部 相对 应 的 是 代数 接触 点 .代数 边界 点 


和 代数 闭 包 的 概念 . 
a) 
图 8 奇怪 的 代数 内 点 
定义 8 设 5ER:,ACR?. 如果 


I AER,Y e>0, [bb+eh NN ALD (4) 


@ J 是 空 集 记号 . 
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那么 5 称 为 4 的 代数 接触 点 . 4 的 代数 接触 点 全 体 称 为 4 的 代 
数 闭 包 . 记 作 4 . 如 果 4= A, 那么 4 称 为 代数 闭 集 . 不 是 代数 
内 点 的 代数 接触 点 称 为 代数 边界 点 . 
代数 接触 点 的 意义 也 是 很 清楚 的 ;从 该 点 出 发 , 沿 着 某 方向 
直线 前 进 , 不 管 走 多 小 的 一 段 , 总 能 遇 到 该 集合 的 点 . 这 也 是 个 
代数 概念 . 它 与 “拓扑 接触 点 ”也 不 是 一 回 事 . 例如 , 设 4 是 去 掉 
了 一 点 的 圆周 . 那么 被 去 掉 的 点 并 不 是 4 的 代数 接触 点 ,因为 
由 它 出 发 沿 任何 方向 直线 前 进 , 都 有 可 能 走 一 小 段 而 遇 不 到 4 
中 的 点 . 
如 果 4 是 凸 集 ,并 且 264 ,那么 由 5E 4 显然 可 导出 
I hER,I e>0, (5,0+eh CA 
这 是 因为 6 沿 h 方 向 前 进 时 所 遇 到 的 4 的 点 都 是 可 以 连 成 一 
片 的 ,并 且 可 任意 人 靠近 5. 令 c=6 二 hE A. 上 式 也 可 记 作 
jc€EA,G,c CA (5) 
命题 5 如 果 4CR: 是 凸 集 ,那么 4 和 4 都 是 凸 集 . 
证 明 不 妨 假设 4' 关 人 7. 否则 4 是 线段 ,命题 易 证 . 从 而 可 
设 aiyas€ 4, 二 《 一 和 a 十 Maz EE (Ca,42) ,入 E (0,1), 我 们 证 明 
XiEA4', 即 
YAER,I 6 >0, [zz 十 ep]C A (6) 


VE 本) een>0, [aisatten): [LarsQ2ten EA 
今 6 二 min (ew;e24). 中 则 不 难 验 证 ， 
[zs zahJ CCN)La,ateh lt Aa dt eh 
CC 一 ))fa oa 十 sn 了 十 [aaas 二 ea C1—A)ATAA 
一 4 
中 ”min 表示 取 最 小 值 . 
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因此 ,C6) 成 立 ( 如 图 9). 
又 设 妇 ,bE 一 (一 和 Bb1 十 Ms,XE (0,1), 我 们 指出 ,yy 
E A. 如果 5 和 65, 都 是 4 的 点 , 则 立即 可 得 yxEACA'. 我 们 不 
妨 假设 61 ,6b;&€ A\A. 如 果 它 们 中 之 一 在 4 中 ,只 需 略 为 改动 以 
下 的 证 明 . 这 时 由 (5) ,我 们 有 
jac,cEA, b,c ,bsscs CTA 


我 们 指出 ， 3 y €4h,(y,y CA 17) 
Cn di 十 euch 4 Co 
.4 7; -enh 
C5 U2 十 2nh h 
hs C 
图 9 凸 集 的 代数 内 部 是 凸 集 图 10 ” 凸 集 的 代数 闭 包 是 凸 集 


作 以 妇 .bscives 为 顶点 的 四 边 形 , 中 则 在 这 个 四 边 形 中 ,我 们 有 
biscis bascad, Loc CA 
由 此 不 难 推出 ,除了 [cs) [bc [op 外 ,整个 四 边 形 中 的 
点 都 在 4 中 , 尤其 是 四 边 形 的 内 部 在 4 中 . 这 样 对 于 四 边 形 一 
边 中 的 点 ,显然 可 以 找到 满足 (7) 的 y'( 参 看 图 10). | 
一 个 凸 集 的 代数 内 部 可 能 是 空 的 (例如 一 个 线段 ), 如 果 它 
非 空 ,下列 命 题 给 出 了 它 的 结构 , 即 它 由 一 系列 半 闭 半 开 线段 所 
构成 . 
命题 6 设 AER 为 西 集 .a€ A',x€4. 那 么 La,x)€4'. 


全 它 有 可 能 退化 为 三 边 形 , 即 其 中 的 点 在 其 它 三 点 组 成 的 三 角形 的 内 部 ; 
还 可 能 退化 为 线段 , 即 四 个 点 共 线 , 但 这 并 不 影响 以 下 的 证 明 , 当 b1€ 4 时 ,我 们 再 
以 认为 与 :=cl 这 时 它们 也 形成 一 个 三 角形 . 
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特别 是 ,4' = U.eefa ) 工 ) 一 UeaLa:zx)= UieaLa ;TT). 
证 明 我 们 先 对 x€ 4 的 情形 来 证 明 . 设 


一 (1 一 NM)z 十 MaE[ar)， 和 E(0,1] (8) 
我 们 首先 要 证 明 ， 

VAER:,I ey >0,[ x z+evh] EA (9) 
但 是 由 aE 4', 可 得 

YAER’,I ee >0,la,ateh CA (10) 
同时 ,由 4 是 凸 集 和 xz€ 4, 可 得 

YhER’, (1— Nzr+ Maatehl CAT (11) 


比较 (8)、(10) 和 (11), 我 们 取 am 一 Xe 即 可 使 (9) 成 立 ( 参 看 图 
11 左 ). 


QU 十 8 


图 11 凸 集 的 代数 内 点 的 特征 
如 果 仅 假设 zE 4 ,那么 由 4 是 凸 集 和 (5) ,存在 cE4 使 
得 [c,z)C4. 连 接 c< 和 au, 并 适当 延长 至 5E A'( 如 图 11 右 ). 由 a 
E 4 和 上 面 所 证 ,这 是 做 得 到 的 ,并 且 再 由 上 所 证 ,可 知 (c,o] 
性 4'. 现 在 考 虚 由 zc 和 46 所 组 成 的 三 角形 . 则 [a,x) 上 的 每 一 
个 点 都 在 56 与 [ce,x) 的 连 线 内 部 . 再 由 上 面 所 证 , 即 得 [a,zx) 舍 
们 总 四 { 此 式 让 < 理解 为 一 个 音 点 集合 ,更 确切 的 记 法 应 把 它 代替 为 (=) ,但 以 后 型 
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4 

命题 后 半 段 容易 证 明 , 留 给 读者 作为 习题 , 

推论 ”如果 4CR: 是 西 集 ,那么 4 一 (4 一 (4 等 史 | 
是 ,4 是 代数 开 集 . 

现在 我 们 有 了 “内 部 ”“ 边 界 ” 等 概念 . 我 们 再 来 进一步 明示 
“图 形 ” 的 概念 . 向 量 空间 中 的 一 般 图 形 不 太 好 定义 ,因为 合理 上 
定义 应 该 表明 图 形 的 内 部 是 连通 的 ,可 是 “连通 ”又 是 一 个 全 1 
概念 . 但 凸 图 形 的 定义 可 以 没有 拓扑 概念 . 

定义 9 代数 内 部 非 空 的 代数 闭 凸 集 称 为 凸 图 形 . 

这 个 凸 图 形 的 定义 与 我 们 通常 理解 的 是 一 致 的 . 特 央 和 刁 ， . 
角形 . 凸 多 边 形 , 圆 等 我 们 在 $ 1.1 中 提 到 的 凸 图 形 都 是 符 全 中 
一 定义 的 . 同时 ,要 求 代数 内 部 非 空 是 为 了 不 把 直线 、 线 段 个 ， 
作 平 面 凸 图 形 . 不 过 它们 可 以 看 作 * 直 线 上 的 凸 图 形 ” 我们 
要 证 明 本 节 的 主要 结果 :一 个 代数 内 部 非 空 的 有 界 代数 | 站 集 二 
凸 图 形 的 充 要 条 件 为 它 的 代数 边界 点 都 是 “整体 凸 点 ”这 四 所 
说 的 “整体 凸 点 ”是 指 对 某 方向 而 言 , 它 不 低 于 图 形 中 所 有 (页 二 
仅 是 其 周围 ) 的 点 . 

定理 1 设 4CR2 ,4 天 人 ,4=4 .那么 4 是 凸 图 形 的 讽 受 
条 件 为 对 于 4 的 每 -个 代数 边界 点 4& ,存在 过 的 直线 忆 ， 证 
得 4 在 互 。 的 一 全 . 

证 明 ”如果 4 是 凸 集 ,那么 由 命题 5,4: 也 是 凸 集 , :1 促 
设 , 它 是 非 空 的 . 而 由 定义 ,4 的 代数 边界 点 4& 人 4. 故 再 由 在 题 
4, 存 在 过 4 的 直线 Hs, 使 得 A' 在 其 一 侧 . 再 由 命题 6 ai， 
4 也 在 直线 Hi 的 一 侧 . 

反之 ,如 果 4 满足 定理 条 件 ,而 不 是 凸 集 ,那么 存在 ?一 
yzE(zyy :但 z 和 4 设 akE 4 这 时 必定 存在 SCa， :1 


的 边界 点 .中 因此 ,存在 过 4 的 直线 态 , ,使 得 4 在 Hs 的 一 侧 ， 
但 是 这 是 不 可 能 的 ;因为 d 在 由 xz、y.a 为 顶点 的 三 角形 (可 能 
三 点 共 线 ) 的 内 部 ,任何 过 4 的 直线 , 当 三 点 不 共 线 时 ,都 不 能 
使 这 三 点 在 其 一 侧 ; 而 当 三 点 共 线 时 , 唯 -- 使 这 三 点 在 一 侧 的 直 
线 是 这 三 点 的 连 线 , 但 由 eE 4 ,该 直线 的 两 侧 都 有 4 的 点 ( 参 
看 图 12). 这 就 导致 子 盾 .因此 4 是 凸 集 ， 局 


国 12 非 是 图 形 的 边界 上 不 能 处 处 是 “整体 是 点 ” 
定理 1 已 相当 接近 于 我 们 在 $1.2 中 所 希望 证 明 的 结果 . 
所 不 同 的 是 我 们 用 “整体 西点 ” 代 震 了 我 们 前 面 所 说 的 “局 部 凹 
点 ”我 们 现在 还 不 能 讨论 “局 部 凸 点 ”, 因 为 我 们 还 没有 对 “局 
部 >“ 周 围 ? 给 出 定义 . 它们 都 是 拓扑 概念 ,必须 要 有 了 拓扑 结构 
后 才能 使 它们 有 意义 . 
边界 点 的 如 上 所 说 的 “整体 凸 性 ,通常 称 为 承 托 性 . 这 就 是 
说 ,整个 集合 都 被 通过 该 点 的 直线 所 “ 承 托 " 住 了 (这 是 从 “ 凸 方 
向 ”的 反方 向 来 看 ). 这 条 直线 也 称 为 集合 的 承 托 直线 . 
在 定理 1 中 利用 “ 承 托 直线 ?这 一 名 词 ,那么 它 可 以 表达 为 
定理 工 ( 凸 集 承 托 定 理 ) 设 AE 尼 ,4' 关 7,A' 一 4. 那么 
全 是 凸 集 的 充 要 条 件 为 过 4 的 每 一 代数 边界 点 有 4 的 承 托 下 
人 读者 应 注意 到 ,这 里 用 到 了 实数 的 连续 性 公 埋 ， 
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线 ， 
这 条 定理 可 以 认为 是 凸 性 理论 中 最 根本 的 一 条 定理 . 以 后 
我 们 还 将 提出 它 的 一 些 其 他 表达 形式 以 及 它 的 等 价 定理 . 这 时 
“代数 内 部 非 空 (4 天 人 四 )” 的 要 求 不 能 少 ;否则 定理 的 一 个 方面 
就 不 成 立 . 例如 ,对 于 空心 的 圆周 来 说 ( 它 满足 4 一 4), 它 的 每 
一 个 代数 边界 点 ( 按 定义 8, 它 的 每 一 个 点 都 是 代数 边界 点 都 
有 ”有 承 托 性 ”但 它 并 不 是 凸 集 ， 
另 一 方面 ,我们 还 要 注意 到 ,上 述 定理 还 可 以 理解 为 :每 个 
凸 图 形 都 是 由 它 的 承 托 直线 围 成 的 . 用 直线 围 成 的 图 形 可 以 看 
作 一 系列 半 平 面 的 交集 ,因而 它 一 定 是 凸 集 . 定理 1 指出 ,由 于 
上 四 图 形 的 每 一 个 代数 边界 点 上 都 有 承 托 直线 , 故 它 一 定 是 由 这 
些 承 托 直线 所 围 成 的 . 但 是 ,在 定理 1 的 表达 中 还 有 点 欠缺 , 因 
为 它 没有 明确 指出 ,这 个 凸 图 形 恰好 就 是 承 托 直 线 围 成 的 集合 
以 后 我 们 将 给 出 更 确切 的 表达 形式 . 


习 题 
1. 设 ACR. 指出 , 它 是 代数 开 集 的 充 要 条 件 为 它 的 余 集 RN\4 是 代数 闭 
集 . 
2. 设 4AER? 为 凸 集 ,4 天 全 ,证 明 ,4 一 (4 
3. 试 用 反例 指出 , 当 4E R 不 是 西 集 时 ,A 二 (4,4 一 (4) 以 及 第 = 
(C4) 一般 不 成 立 ， 


$1.6 R? 的 拓扑 结构 


前 面 我 们 已 在 只 有 代数 向 量 空间 结构 的 严 中 讨论 了 吓人 性 
理论 的 基本 定理 -一 - 凸 集 承 托 定理 . 现在 我 们 要 在 R? 中 加 进 拓 
ea 31"? 


扑 结构 ,使 凸 性 的 讨论 更 加 丰富 . 
定义 10 集合 


Bl(zsr): = {yER | zr-y| <r} (12) 
称 为 以 x 为 中 心 ,以 7 为 半 色 的 圆 . 如果 对 于 zE ACR:， 


那么 < 称 为 4 的 (拓扑 ) 内 点 .4 的 内 点 全 体 称 为 4 的 (拓扑 ) 内 
部 , 记 作 int4. 如 果 4=int4, 那 么 4 称 为 (拓扑 ) 开 集 . 

这 里 所 说 的 圆 与 解析 几何 中 的 圆 没有 什么 不 同 . 内 点 的 含 
义 也 但 直观 . 容易 看 到 , (拓扑 ) 内 点 一 定 是 代数 内 点 , 因此 ,任何 
让 开 集 一 定 是 代数 开 集 . 但 是 反之 不 然 . 我 们 已 在 上 节 中 举 
过 这 样 的 例子 . 

疏 个 R* 自然 是 开 集 . 由 定义 出 发 ,我 们 很 难说 空 集 也 是 开 
集 . 但 过 ,作为 规定 , 空 集 被 认为 是 开 集 . 这 样 的 规定 至 少 与 开 集 
的 定之 是 没有 矛盾 的 . 

3 肉 点 .内 部 相对 应 的 是 接触 点 .边界 点 和 闭 包 的 概念 . 

定义 11 设 26E 居 ,4 忆 居 .如果 

VY es0, BG,e) NAO (C14; 

那么 上 称 为 4( 拓 扑 ) 接 触 点 . 4 的 接触 点 的 全 体 称 为 4 的 ( 拓 
扑 ) 闭 包 . 记 作 cl4. 如 果 4=el4, 那 么 4 称 为 (拓扑 ) 闭 集 , 不 是 
上 艳 点 的 接触 点 称 为 边界 点 . 

交 触 点 的 意义 也 是 很 清楚 的 . 这 是 说 ,在 它 的 “任意 小 的 周 
围 ”,; 有 该 集合 的 点 .任何 代数 接触 点 一 定 是 (拓扑 ?接触 点 . 办 
此 ,( 范 扑 ) 闭 集 … 定 是 代数 闭 集 . 反之 亦 不 然 . 我 们 在 前 面 也 已 
举 出 二 这 种 例子 . 

牧 个 R? 自然 是 闭 集 . 我 们 同样 规定 : 空 集 是 闭 集 . 它 与 闭 集 
的 定 浆 也 没有 矛盾 . 

命题 7 开 集 的 余 集 是 闭 集 . 闭 集 的 余 集 是 开 集 . 


2 


为 证 明 这 一 命题 只 需 注 意 到 : 当 4 是 R* 的 非 空 真子 集 时 ， 
A 与 它 的 余 集 CA: = R:\A 有 同样 的 边界 . 而 一 个 集合 为 开 集 
的 充 要 条 件 是 它 不 包含 它 的 边界 点 ;一 个 集合 为 闭 集 的 充 要 条 
件 是 它 包含 它 的 所 有 边界 点 . 但 是 当 4 为 全 空间 玉 或 必 时 ,上 
述说 法 就 有 点 勉强 . 正 是 为 了 总 有 上 述 命题 我 们 才 对 R? 和 信人 
出 它们 都 既是 开 集 和 闭 集 的 规定 . 

命题 8( 开 集 公理 ) 

1. 全 空间 R? 和 空 集邮 是 开 集 . 

2. 任意 多 个 开 集 的 并 集 是 开 集 . 

3. 有 限 多 个 开 集 的 交集 是 开 集 . 

命题 9( 闭 集 公 理 ) 

1. 全 空间 R? 和 空 集 信 是 闭 集 . 

2, 任意 多 个 闭 集 的 交集 是 闭 集 . 

3. 有 限 多 个 闭 集 的 并 集 是 闭 集 . 

这 两 个 命题 的 证 明 是 很 容易 的 , 它们 的 第 1 条 中 有 关 容 集 
的 部 分 实际 上 只 是 硬性 规定 . 我 们 注意 到 ,在 这 两 个 命题 中 都 冠 
以 “公理 ”一 字 . 这 是 因为 开 集 和 闭 集 都 可 以 脱离 它们 的 原来 的 
定义 ,而 用 这 些 “ 公 理 ” 来 定义 。 

定义 12 设 了 为 不 管 由 什么 元 素 组 成 的 任意 集合 . 如 朱 它 
的 一 -部 分 子 集 被 称 为 是 X 的 开 ( 闭 )? 集 ,并 且 它们 满足 开 ( 团 ? 集 
公理 .那么 就 说 在 又 上 定义 了 拓扑 结构 . 有 拓扑 结构 的 集合 称 
为 拓扑 空间 . 

六 里 为 定义 拓扑 空间 其 需 利用 开 集 公理 与 闭 集 公理 的 -者 
如果 先 定义 开 集 ,那么 闭 集 就 可 用 开 集 的 余 集 来 定义 又 
也 一样 ， 
有 了 拓扑 空间 的 概 厨 , 我 们 可 以 说 ,拓扑 学 就 是 研究 拓扑 
空间 的 学 间 . 对 于 官学 阁 求 说 ,用 开 集 公理 或 闭 集 公理 来 定义 拓 
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扑 空间 会 感到 很 费解 . 不 是 说 拓扑 学 是 研究 “连续 性 ”的 吗 ?“ 连 
续 性 ”体现 在 那里 呢 ? 其实 较 合 理 的 拓扑 空间 概念 应 该 是 从 “ 周 
围 ” “邻近 ”的 概念 出 发 ,它们 自然 是 刻 划 了 “连续 性 ”. 但 是 “ 周 
围 ” “邻近 ”或 者 它们 惯用 的 数学 名 词 一 一 邻 域 是 可 以 用 开 集 来 
定义 的 . 

定义 13 设 XX 为 拓扑 空间 . 4CX,zEX. 如 果 存 在 包含 x 
的 4 的 开 子 集 , 那 么 xz 就 称 为 4 的 内 点 ,而 4 就 称 为 z 的 邻 
域 . 

命题 10( 邻 域 公理 ) 

1.z 的 邻 域 包含 x. 

2. 如 果 尽 是 z 的 邻 域 ,UCYV ,那么 V 也 是 zxz 的 邻 域 . 

3. 如 果 UV 都 是 x 的 邻 域 ,那么 UNYV 也 是 x 的 邻 域 . 

4. 如 果 V 是 工 的 邻 域 ,那么 存在 xz 的 邻 域 UCV ,使 得 U 
中 的 每 一 点 都 以 V 为 邻 域 . 

这 一 命题 的 证 明 是 极为 显然 的 . 尤其 是 1.2 两 条 形 同 废话 ， 
我 们 之 所 以 把 它们 都 列 出 是 因为 拓扑 空间 也 可 以 用 这 4 条 邻 域 
公理 来 定义 . 也 就 是 说 ,我 们 可 以 在 一 个 任意 集合 上 对 它 的 一 些 
子 集 定义 什么 叫 它 的 一 个 点 的 邻 域 ,然后 就 可 宣称 它 就 是 一 个 
拓扑 空间 . 这 是 因为 由 邻 域 就 可 定义 出 集合 的 内 点 ,再 由 内 点 又 
可 定义 出 开 集 . 而 这 样 定 义 的 开 集 一 定 满 足 开 集 公 理 ( 习 题 1)， 

邻 域 自然 比 开 集 更 直接 地 刻 划 了 连续 性 ,因为 它 是 “周围 ”、 
“邻近 ”的 数学 抽象 . 但 是 确切 地 进行 这 种 数学 抽象 并 不 是 轻 而 
易 举 的 . 这 里 的 前 3 条 公理 似乎 都 容易 想到 ,第 4 条 公理 的 必要 
性 却 不 太 明 显 . 把 邻 域 公理 与 开 集 公 理 或 闭 集 公 理 比 较 , 逮 辑 二 
显然 前 者 比 后 两 者 要 复杂 . 因此 ,从 公理 化 方法 的 要 求 来 看 ,人 
们 通常 宁可 采用 形象 上 不 直接 .逻辑 上 较 简明 的 开 集 公 理 , 而 不 
采用 形象 上 较 直 接 、. 逻 辑 上 较 复 杂 的 邻 域 公理 . 虽然 它们 都 是 等 
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价 的 ,但 理论 的 出 发 点 总 是 越 简单 越 好 . 

不 过 邻 域 概念 还 是 必须 要 提出 的 . 尤其 是 由 邻 域 概念 立即 
可 以 导出 极限 的 概念 . 

定义 14 设 {zi) 为 拓扑 空间 关中 的 一 个 点 列 .EX 称 为 
点 列 {zx) 的 极限 ,或 xs} 收敛 于 工 , 是 指 的 任何 邻 域 部 包含 
{zx} 中 的 可 能 除去 有 限 个 以 外 的 所 有 的 点 . 记 作 :ze 元 

对 于 RR 来 说 ,这 个 定义 与 lim 上 zi 一 x+ 二 0 等 价 . 读者 不 
难 自行 验证 . 这 里 有 一 -点 要 引起 注意 ;对 于 度 来 说 ,极限 总 是 唯 
一 的 ; 即 如 果 zi>z 和 xi> 了 ,那么 3 二. 这 时 可 把 这 个 唯 -的 
极限 记 为 lim 而 对 于 一 般 的 拓扑 空间 来 说 ,这 点 并 无 保证 
为 保证 极限 的 唯一 性 ,通常 还 需 假定 X 是 分 离 空间 (习题 2). 

及 上 的 拓扑 结构 是 通过 ;距离 ( 范 数 ) 一 > 圆 -一 > 内 点 一 ~ 
开 集 ”来 定义 的 . 可 用 距离 来 定义 拓扑 的 拓扑 空间 称 为 距离 室 
间 . 这 种 空间 一 定 是 分 离 空间 ,并且 其 中 的 闵 集 可 以 如 下 用 极限 
来 定义 : 

命题 11 4CR: 是 闭 集 当 日 仅 当 对 于 4 中 的 任何 点 列 
{xi} ,如 果 ze 元, 那么 元 E 4. 

证 明 留 给 读者 作为 练习 . 

对 于 R' 来 说 , 它 的 用 距离 定义 的 拓扑 是 它 的 “标准 拓扑 ”. 
但 是 R: 上 也 可 以 不 用 距离 来 定义 拓扑 . 读者 或 许 已 经 想到 , 既 
然 在 R* 上 已 经 有 了 “代数 开 集 ”的 概念 ,能 不 能 以 “代数 开 集 ”为 
开 集 来 定义 R* 上 的 拓扑 ?为 此 只 需 验 证 “代数 开 集 ”是 否 满 足 开 
集 公理 . 而 这 实际 上 是 显然 成 立 的 . 因此 ,我 们 也 可 以 用 “代数 开 
集 ” 来 定义 天 上 的 “ 非 标准 拓扑 ”由 于 “代数 开 集 ” 比 标 准 的 “ 拓 


名 ”例如 ,对 于 最 简单 的 拓扑 :只 及 和 人 0 才 是 开 集 , 那么 蕊 中 的 任何 点 都 此 
任何 点 列 的 极限 . 
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扑 开 集 ? 来 得 多 (例如 ,及 中 控 去 一 个 圆周 ,再 并 上 圆周 上 的 有 
限 个 点 ,是 个 代数 开 集 ,但 不 是 拓扑 开 集 ), 这 两 种 岳 扑 不 是 一 回 
事 . 用 拓扑 学 的 术语 来 说 ,前 者 定义 的 拓扑 比 后 者 定义 的 要 来 得 
细 , 或 者 说 后 者 定义 的 拓扑 比 前 者 定义 的 要 来 得 粗 ， 

R? 二 的 用 “代数 开 集 ?来 定义 的 拓 反 是 一 种 怪 拓 扑 . 但 是 这 
种 拓扑 的 用 处 很 少 . 它 的 最 主要 的 缺点 在 于 这 种 拓扑 与 R* 上 的 
向 量 空间 结构 不 协调 . 或 者 更 确切 地 说 是 与 它 的 加 法 运算 不 协 
调 , 这 是 指 加 法 运算 对 这 种 扬 扑 来 说 不 是 连续 运算 (参看 习题 
4). 存 Bourbaki 学 派 那 里 , 当 一 个 集合 上 定义 了 两 种 不 同 的 数 
学 结构 时 ,如 果 这 两 种 结构 在 一 定 意义 下 是 协调 的 ,那么 就 形成 
-种 新 的 混合 结构 . 例如 ,对 于 R: 来 说 , 它 的 向 量 空间 结构 与 它 
的 标准 拓扑 结构 是 协调 的 ,这 里 协调 是 指 线 性 运算 是 -种 连续 
运算 ; 即 ,; 如 果 和 ->XCER) ,p> 有 (ER) ,MW 那么 和 Xx 
二 pays >X 十 了 六 因此 ,就 可 以 说 R? 对 这 两 种 协调 的 结构 来 说 
是 拓扑 向 量 空间 . 正 因为 如 此 ,我 们 不 把 代数 开 集 看 作 -- 种 新 的 
拓扑 概念 ,而 仍 看 作 是 代数 概念 

以 上 这 些 讨论 对 于 只 熟悉 中 学 数学 的 读者 来 说 可 能 会 党 得 
很 不 习惯 . 在 中 学 数学 范围 内 ,数学 的 研究 对 象 似乎 都 是 明摆着 
的 :自然 数 、 实 数 . 复 数 . 多 项 式 、 代 数 方程 .初等 函数 .几何 图 形 
排列 组 合 、 一 次 曲线 …… 等 等 . 虽然 用 严格 的 现代 数学 标准 来 要 
求 ,所 有 这 些 研究 对 象 也 都 必须 给 出 严格 的 公理 化 叙述 ,但 是 事 
实 上 并 无 多 大 必要 . 然而 ,对 于 现代 数学 来 说 ,一 上 来 就 必须 把 
研究 的 出 发 点 用 少量 的 几 条 公理 规定 下 来 ,而 不 能 认为 所 研究 
的 对 象 是 “自明 ”的 . 这 种 严格 的 公理 规定 抓 位 了 研究 对 象 的 最 
需要 研究 的 本 质 部 分 ,同时 也 会 引起 一 些 怪 问题 . 就 如 我 们 在 这 
里 所 看 到 的 ,从 通常 的 平面 上 的 一 些 如 邻 域 . 开 集 、 闭 集 等 概 全 
演变 而 来 的 一 般 拓扑 空间 概念 , 反 过 来 竟 也 可 对 平面 赋 以 不 站 
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寻常 的 拓扑 结构 . 这 种 怪 问题 有 时 只 是 一 种 游戏 , 可 能 意义 不 
:但 有 时 则 会 因此 发 现 更 深层 的 数学 内 漆 . 

充 平 面 R? 上 ,除了 上 述 的 两 种 拓扑 结构 外 ,我 们 还 可 定义 
许 朗 当 的 拓扑 结构 . 其 中 “最 粗 的 ?拓扑 结构 是 只 定义 全 空间 和 
空 沁 入 乎 集 的 扫 滞 :“ 最 细 的 ”拓扑 结构 是 定义 所 有 的 集合 部 咱 
下 集 昼 拓扑, 出 了 :本 书 的 主题 ,我 们 下 面 要 讨论 -一 种 与 凸 性 有 类 
有 的 证 

iR, 如 果 A 有 一 个 包含 工 的 代数 开 凸 集 为 地 
染 : 那 汉 z 称 为 4 的 局 部 凹 内 点 ,4 称 为 zx 的 局 部 凸 邻 域 . 由 此 
我 们 同样 可 定义 出 “局 部 凸 开 集 ”, 并 可 以 验证 它 满 足 开 集 公理 ， 
以 至 又 可 定义 出 一 种 “局 部 凸 拓扑 ” 这 种 拓扑 显然 也 比 标准 拓 
扑 要 细 , 因 为 图 是 一 种 特殊 的 代数 开 凸 集 , 然而 ,我 们 之 所 以 不 
以 定义 的 方式 把 它 列 出 ,是 因为 我 们 可 以 证 明 下 列 

命题 12 设 4C 有 为 凸 集 .那么 ,i) int4 ==A';ii) cl4 = 
45. 

证 明 ”我们 不 妨 假设 int4 天 俱 . 否则 4 是 一 个 线段 ,命题 
易 证 . 

i) int4C4 是 显然 的 . 为 指出 4CintA , 设 zxE 4A. 我们 指 
出 XxEinth. 令 记 ,hzshsER’, 且 有 ,hs,hs 不 在 一 条 直线 上 . 那么 
由 定义 ,存在 se,es>0, 使 得 z 二 ez 十 ez 十 sE4. 再 由 4 
是 西 集 , 以 z 十 ,x 十 6 ,zx 十 5 为 顶点 的 三 角形 也 是 4 的 子 集 ， 
且 z 显然 在 此 三 角形 的 (拓扑 ) 内 部 , 即 存在 一 个 以 z 为 圆心 的 
圆 在 三 角形 中 . 因此 ,x€intA. 

iy A'Cclh 也 是 显然 的 .反之 , 设 zxEcl4. 我 们 指出 ,zE 
A', 即 存在 a€ 4, 使 得 [a,z) 必 4, 事实 上 ,由 假设 ,int4 关 3. 故 
存在 a€intA. 从 而 存在 圆 BC(a,6)€ 4. 现在 令 :二 (1 一 A)a 十 
MxEfay2) ,NE (0,1). 则 由 于 xEclACAh4 十 aBC0,6) (为 什么 ? 
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请 读者 证 明 ),a>>0, 我 们 有 
sr 各 人 4 十 (1 一 人 )B(0,9) 
一 人 4 十 (1 一 X)B(a,6) 一 0 一 X)a 
CNX4 十 (GT 一人)4 一 (1 一 X)a 
一 4 一 (1 一 M)a 
即 一 (1 一 X)a 十 XzE 4. [DD 
推论 如果 4CR 是 证 集 ,那么 int4 和 cil4 也 是 凸 集 . 
这 是 命题 12 与 命题 5 的 推论 ; 它 也 可 直接 证 明 . 
命题 12 的 另 一 个 推论 就 是 局 部 凸 拓扑 ”与 “标准 拓扑 ”是 
等 价 的 . 这 是 因为 “局 部 凸 内 点 ”一 定 是 “标准 内 点 ” 
作为 本 节 的 结束 ,我 们 用 拓扑 概念 来 定义 (平面 ) 图 形 . 为 
此 ,我 们 先 来 定义 连通 开 集 . 
定义 15 拓扑 空间 X 的 开 集 4 称 为 连通 集 , 是 指 它 不 能 
表示 为 两 个 不 相交 的 非 空 开 集 的 并 集 . 
人 们 对 “连通 ”有 一 个 直观 的 形象 . 例如 ,一 个 房间 打开 了 门 
就 与 走廊 相连 通 , 关 起 门 来 就 与 走廊 不 连通 . 这 里 的 连通 ,通常 
是 理解 为 有 一条 路 可 走 . 但 是 这 样 的 连通 观念 似乎 很 难 与 “ 开 
集 ? 之 类 相 联 系 . 下 列 命题 指出 ,事实 上 它们 是 一 致 的 . 这 个 命题 
的 证 明 还 充分 体现 了 拓扑 学 的 公理 化 特点 . 在 中 学 数学 中 很 少 
有 这 种 类 型 的 证 明 . 
命题 13 设 ACR? 是 RR 的 非 空 开 集 .那么 4 为 连通 集 的 
充 要 条 件 为 4 中 的 任意 两 点 可 以 通过 有 限 条 在 4 中 的 直线 段 
相连 接 ， 
证 明 如 果 4 中 的 任何 两 点 都 可 用 有 限 条 在 4 中 的 直线 
段 相连 接 ,但 不 是 连通 的 ,那么 存在 R 的 两 个 非 空 开 集 0; 和 
O: ,使 得 
4=OUO，oino:= 弛 (15) 
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于 是 一 定 存 在 一 条 直线 段 Lz ,zz CA4, 使 得 zEOzEO: 事 
实 上 ,任何 连接 分 别 在 O, 和 O; 中 的 两 点 的 有 限 条 4 的 直线 段 
中 ,一 定 有 一 段 有 这 样 的 性 质 ,因为 0 是 开 集 , 故 Lzyzg] 门 O 
一 定 是 半 开 半 闭 的 区 间 [zi,y1),; 其 中 1 € (x ;Xz). 同 理 ,[x'， 
Xzj 门 0 二 (ys,xoj ,其 中 ys€ (zi,zs), 由 (15) ,我们 得 到 
[x ,Ts 二 Lx ,X21 4 一 [zi ,Xz (O, UO:) 
一 (zz 人 OUCLz zr] O;) 
= [xi,y1)U Cy2, 7x2 (16) 
Er y) (YN Cy, zx2]= (Lx, x2 NO Lz zs] 人 CO: 
=[zi,xz (0.NMN0.)=O (17) 
但 (16) 与 (17) 显 然 是 矛盾 的 ,因为 (17? 说 明 (16) 的 左 端的 两 段 
线段 是 不 相符 的 ,从 而 与 右 端 相 比 少 掉 了 一 段 [Ly ys]. 
反之 , 设 4 是 连通 开 集 ,xE 4. 令 B 为 A 的 所 有 可 与 x 用 
有 限 条 4 中 的 直线 段 相连 的 点 的 全 体 ,C 为 4 的 所 有 不 能 用 有 
限 条 4 中 的 直线 段 与 z 相连 的 点 的 全 体 . 则 4=BUC,BNC= 
亿 . 但 由 于 任何 R? 的 点 总 是 可 以 与 以 它 为 中 心 的 圆 内 的 任何 点 
用 直线 段 相 连 , 从 而 B 与 C 都 是 开 集 , 并 且 B 是 非 空 的 .由 4 
的 连通 性 ,C 只 能 是 空 的 , 即 A=B. 口 
推论 ” 凸 开 集 是 连通 集 . 
我 们 可 以 注意 到 ,命题 13 不 是 一 个 “ 纯 拓扑 ”的 结果 ,因为 
其 中 用 到 了 直线 段 的 概念 , 它 是 一 个 代数 概念 . 对 于 一 般 的 拓扑 
空间 上 述 结果 是 无 法 表述 的 . 不 过 ,拓扑 空间 上 虽然 没有 直线 可 
言 , 却 有 可 能 定义 其 中 的 “道路 ”, 它 可 定义 为 [0,1j] 区 间 到 该 空 
间 中 的 连续 变换 的 象 , 由 此 可 以 产生 一 个 叫 “ 道 路 连通 ”的 拓扑 
概念 . 但 是 不 象 在 KR 中 那样 ,这 个 概念 一 般 与 “连通 ?是 不 等 价 
的 . 问题 在 于 对 一 个 一 般 的 拓扑 空间 来 说 ,每 一 点 不 一 定 能 与 它 
的 邻 域 中 的 点 用 道路 连接 . 
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最 后 ,图 形 的 定义 如 下 : 

定义 17 及 中 的 连通 开 集 的 闭 包 称 为 图 形 . 

注意 到 命题 12 和 13, 不 难看 出 ,由 定义 $5 定义 的 十 疼 形 与 
此 没有 矛盾， 


习 题 

. 试用 邻 域 来 定义 开 集 ,并 用 邻 域 公理 (命题 10) 来 证 明 开 集 公理 (命题 

8)， 

.一 个 拓扑 空间 X 称 为 分 离 空间 或 Hausdorff 空间 ,是 指 对 于 任何 zyE 
义 ,+ 关 y, 存 在 z 的 领域 U, 和 > 的 邻 域 U,, 使 得 U.NU,== 人 3. 设 {zx} 为 
分 离 空 间 X 中 的 一 个 点 列 . 证明, 如果 对 于 X 中 的 五 入 ,都 有 zt 
和 x-> 廊 ,那么 二 = 谤 . 

. 试 证 命题 11. 

. 如 果 R? 被 赋 以 “定义 代数 开 集 为 开 集 ” 的 拓扑 , 试 指 出 ,这 时 有 (1/&,0; 
->(0,0),(0,1/k?) 一 (0,0), 但 是 (1/8,1/k 及 )->(0,0) 却 不 成 立 . 这 说 明 
这 时 加 法 运算 是 不 连续 的 . 

. 对 于 拓扑 内 部 int4 来 说 , 它 可 以 理解 为 “包含 在 4 内 的 最 大 开 集 ”. 从 
而 int(int4) 一 int4 总 成 立 . 对 于 代数 内 部 4' 来 说 , 它 能 否 理解 为 "包含 
在 4 内 的 最 大 代数 开 集 ”? 请 考察 图 8 中 的 “奇怪 的 代数 内 点 ” 由 此 可 
知 , CA')' 一 4 一 般 不 成 立 . 
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8 1.7 上山 集 承 托 定理 的 解析 证 明 


我 们 对 R* 赋 以 拓扑 结构 后 就 可 以 在 Re 上 进行 极限 运算 . 

这 使 得 我 们 有 可 能 用 “解析 方法 ”来 证 明 凸 性 定理 .“ 解 析 ” 或 “分 

析 ” 作 为 数学 名 词 的 含义 并 不 是 非常 明确 的 . 按照 上 世纪 德国 数 

学 家 Weierstrass(1815 一 1897) 的 说 法 “解析 ”是 指 四 则 运算 ， 
。 40。 


但 是 允许 运算 无 限 多 次 .因此 ,可 用 无限 次 多 项 式 ( 苦 级 数 全 去 
示 的 函数 就 被 称 为 “解析 函数 ” 目前 通常 的 理解 实际 上 还 下 沿 
用 Weierstrass 的 理解 ,但 “无 限 运算 ? 则 被 明确 为 是 极限 这 向 . 
建立 在 极限 运算 基础 上 的 微 积分 学 及 有 关 学 科 通 常 也 称 为 " 数 
学 分 ( 解 ) 析 ”( 它 常 被 门 外 的 人 们 错误 地 理解 为 “用 数学 方法 来 
分 析 问 题 ”) 以 及 “ 实 分 析 ”、“ 复 分 析 ”、“ 泛 函 分 析 ” 等 等 .不 过 , 需 
要 指出 的 是 “解析 几何 ”中 的 “解析 ?两 字 据说 是 被 用 错 了 的 , 因 
为 解析 几何 中 原则 上 不 用 极限 运算 . Bourbaki 学 派 的 发 起 人 之 
一 DieudonnE(1906 一 1994) 不 止 一 次 愤愤 地 说 ,目前 人 们 所 说 的 
“解析 几何 ”不 过 是 线性 代数 的 一 部 份 , “真正 的 解析 几何 "应 该 
是 指 涉及 解析 函数 的 几何 学 , 即 所 谓 “ 复 几何 ”之 类 . 本 从 书 中 李 
忠 教 授 所 写 的 《 双 曲 几何 ) 一 书 大 概 才能 被 Dieudonné 认为 与 
“真正 的 解析 几何 ” 沾 点 边 . 

所 谓 “ 解 析 方 法 ”可 以 理解 为 用 四 则 运算 和 极限 运算 来 处 理 
问题 的 方法 . 这 种 方法 的 好 处 在 于 它 可 以 少 用 普通 叙述 的 .有 时 
不 大 容易 检验 的 语言 ,而 基本 上 用 数学 运算 式 ( 它 们 常 被 称 为 解 
析 式 ) 来 表达 . 我 们 在 $1.5 中 给 出 的 凸 集 承 托 定理 的 证 明 就 不 
是 一 个 解析 证 明 . 那里 不 但 没有 用 到 极限 运算 ,主要 的 表达 也 不 
是 用 运算 式 来 给 出 的 . 现在 我 们 将 要 给 出 的 解析 证 明 则 主要 靠 
极限 与 运算 式 . 为 此 ,我 们 先 要 注意 到 R* 有 如 下 拓扑 性 质 ; 

命题 4”R’ 满 足 列 紧 性 公理 , 即 每 个 有 界 点 列 有 收敛 子 
列 ; 这 里 “有 界 ? 是 指点 列 的 每 个 坐标 有 界 . 

证 明 设 {zx} 二 {( 避 ,72)}CR? 为 一 有 界 点 列 , 即 实数 列 
{zl 和 {zi} 都 是 有 界 的 . 那么 由 实数 系 满 足 列 紧 性 公理 ,存在 
{zl} 的 收敛 子 列 {x},) ,使 得 民 一 二 . (2 的 子 列 {z2) 仍 是 “个 
有 界 实数 列 , 故 它 又 有 收敛 子 列 {z8,) ,使 得 { 妃 ,} 一 天 .最 后 不 
难 验证 , {zi} 的 子 列 {xi,)=={(zhs, 台 ,)) 收 化 于 碾 = (7, 二 ), 即 

dl， 


Jim | Th 一 工 | = lim (Czh,—z)+ (zz)) =0 品 
其 次 ,我们 要 把 “对 某 方 
向 而 言 来 比 高 低 ? 这 件 事 用 


解析 式 来 表示 . 如 图 13 中 ， 
由 对 点 a 所 决定 的 方向 而 言 NS 
的 “等 高 线 ” 就 是 那 一 系列 与 


x? 


a 方向 垂直 的 平行 线 . 它们 


的 “高 度 ” 可 由 原点 到 它们 的 > 
距离 而 定 . 对 于 点 5 来 说 ,这 AN 
个 “高 度 ” 恰 好 就 是 向 量 磁 的 。 2\ 


长 度 1.5| 乘 上 向 量 政 与 向 《 2 
量 Wx 的 夹 角 的 余弦 . 设 图 13 某 方 向 的 等 高 线 
a= (zi ,zx2) 
= (| allcosa, al sina) (18) 
b= (xls zx)= (lol cosp, 121sinp) (19) 
定义 ab) : =zxizlt zi (20) 


它 称 为 a 与 5 的 内 积 或 数量 积 . 由 (18)、(19) 和 (20) 可 得 
‘a,b)= | al jl CcosacosBsinasing) 
= al elcosce 一 有 ) (21) 
(21) 说 明 , 除 了 一 个 常数 因子 ea 以 外 , (a,5) 恰 好 就 是 “点 6 
对 于 方向 a 的 高 度 ”. 因此 ,“ 对 于 方向 a 比 高 低 ” 就 可 通过 与 a 
的 内 积 4a,，) 来 进行 . 尤其 是 “xz 对 于 方向 p 而 言 不 低 ( 高 ) 于 
集合 4 中 的 所 有 点 ”, 就 可 表示 为 


VrEA, (pz0)>(>)(p,7) (22) 
R? 中 的 内 积 是 个 很 重要 的 概念 . 它 有 许多 重要 性 质 . 我 们 
列举 如 下 
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1. (zz > 一 站 过 外 2 

2. (XY) = (yr). 

3.VANER, (pAzit Aare) —A (pyr) + A ps rs). 

4. (Cauchy-Schwartz 不 等 式 )j (zy 委 外 zyil， 

5.Y pPER',Y a€E R,Ho = {rER:|(p,7x) = 是 R: 上 的 
一 条 直线 ,并 且 向 量 号 是 该 直线 的 法 向 量 . 

这 里 前 3 条 都 是 显然 的 . 第 4 条 是 下 列 熟知 的 不 等 式 的 义 

(bitaba) Sa tai) (y+) 

第 5 条 则 是 解析 几何 中 熟知 的 事实 ; 它 不 过 是 一 种 几何 解释 . 

有 了 上 述 这 些 准 备 后 ,我 们 就 可 用 解析 方法 来 证 明和 各 表达 
凸 集 承 托 定理 . 为 此 ,我 们 先 证 明 两 个 预备 命题 ,它们 本 身 也 有 
独立 意义 ， 

命题 15 设 ACR? 为 闭 凸 集 , 如 果 zo。 筷 4, 那 么 存在 pE 
RR ,使 得 

sup Dp,r) Tp, ro) (23) 

即 对 于 方向 户 而 言 ,ze 高 于 4 中 所 有 的 点 . 

证 明 ”我 们 不 妨 假设 z=0. 否则 可 经 过 适当 的 坐标 平移 . 
这 样 ,由 于 存在 以 0 为 中 心 的 圆 不 在 闭 凸 集 4 中 , 故 

d(A): =inf | xl>0 

取 ixrs) 忆 4, 要 求 它 满足 |x ->ad(A) (24) 
则 因为 {ze} 是 有 界 点 列 ,由 命题 14, 它 有 收敛 子 列 , 不妨 仍 记 它 
为 {zs}, 于 是 可 认为 


中 sup 是 上 仿 界 (最 小 的 上 办 ) 沁 宫 Inf 是 下 而 界 (各 大 的 下 界 ) 记 号 . 实数 的 
连续 性 公 人 -入 二 从 式 为 :有 上 界 的 集合 一 定 有 上 确 界 . 容易 证 明 它 与 我 们 在 
§ 1.3 中 提出 的 连续 性 性 公理 是 等 价 的 . 
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re>p 即 |-»0 (25， 
由 1240.(25) 以 及 命题 10, 我 们 可 得 
pEA, plaiA)>0 (ZEs 

;一 方面 ,因为 4 是 凸 集 , 故 对 于 任何 x 4,XE 00,1) ;我 
(1 一 和 )p' 十 rE A, 队 而 
1-NVp tir dd 一 | 着 (27) 
信 直 由 积 的 性 质 可 知 
TWDp tr := |p TA- pp ) 
PHN -p')sp' Art- p' )) 


— | pl:+2p 7p +N rp |’ (28) 
1 427 和 (28) 可 得 2A(p' ,zx—p ) 十 X? 1 p' i :>0 
再 由 入 >0, 它 又 导致 (p' ,x 一 p )> 一 全 [z=—p' 全 (29) 
在 (29) 中 令 >0, 并 注意 到 z 的 任意 性 ,我 们 最 后 得 到 
YrEA,lp',x—p')20 (30; 
下 VrEA,lp' 之 上 大 下 盖 0 
因此 ,(23) 对 于 xz 一 0 和 p= 一 "成 立 . | 


命题 15 可 用 图 14 来 说 
明 . 注意 到 内 积 的 几何 意义 ,我 


们 尤其 可 发 现 (30) 意 味 着 向 量 x 
6 与 向 量 zp 的 夹 角 不 大 于 pr 4 
x/2, 或 向 量 07 与 向 量 zP 的 夹 
角 不 小 于 x/2. 0 

命题 16 设 AER 为 目 图 14 凸 图 形 外 一 点 对 
集 ,intA 关 信 ,TointA, 某 方向 高 于 图 形 
那么 存在 p€E R’,p 关 0, 使 得 

VzE4， (pxo)>p,7) (31) 


。 4d4d"* 


著 对 方向 户 而 言 ,zs 下 低 王 4 中 所 有 的 点 
证 明 二 全 题 15, 我 们 只 需 对 是 起 罗 点 ? 即 zo 
int4 的 情 开 来 证 明 ， 尝 且 与 二 山 ， 党, 仍 可 假设 zz 一 


和 和 和 可 ， i 问 处 征 长 


Eat 


全 yy 则 地 涡 0E (ya .ii 
Sint4. 显然 党 个 过 广 六 于， 1 
对 ww 应 用 会 秆 1 并 利用 yiwartz 二 源 起 全 
得 到 
3 六 了 和 人 
令 记 ,一 和 /四则 2) 变 竹 
卫 ppl 1l VrEA, (po etp, ye yl 33) 
因为 {p,} 是 有 界 点 列 , 再 由 命题 14, 它 存在 收 合子 列 . 仍 记 作 
{p;} ,我 们 就 可 以 说 
p=p, Bp fp—pl: 54) 
特别 是 1= pp 一 上 pl 二 1 闫 0. 出 (33) 和 (34) ,我 们 得 到 
VxE A.(p,7)=limcp, ,7)Flim | yi = 
即 (31) 对 ro==0 成 立 ， [LJ 
我 们 从 前 面 两 个 命题 的 证 明 中 可 以 看 出 解析 方法 的 优点 所 
在 :用 解析 式 表达 的 关系 使 人 一 目 了 然 . 但 解析 方法 的 好 处 还 不 
仅 如 此 . 它 的 男 一 个 优点 是 :一 些 简 单 的 运算 就 能 使 命题 的 面貌 
有 很 大 的 改变 . 这 两 个 命题 都 是 说 凸 集 外 一 点 与 整个 凸 集中 的 
点 之 间 关 于 某 方 向 比 高 低 的 问题 . 但 它们 都 能 豪 不 费力 地 推广 
到 两 个 不 相交 的 凸 集 用 直线 分 离 的 问题 . 


QD) 我 们 在 这 里 顺便 指出 ,有 相当 多 涉及 凸 性 的 著作 ,尤其 是 最 优化 方面 的 著 
作 ,在 证 明 这 样 的 {?e} 的 存在 时 有 漏洞 .它们 说 这 是 因为 0 不 是 4 的 内 点 ,从 而 在 0 
的 任意 邻 域 中 有 cl4 外 的 点 ,但 这 是 不 对 的 . 如 果 不 利用 4 是 内 部 非 空 的 西 集 , 由 0 
各 int4 并 不 能 导出 0& int(clA) 


定义 18 设 4,BCR: 为 两 个 集合 . 如 果 存 在 p€R*,p 关 0， 
使 得 


VrE€EA, VyE€EB, (pr) 委 (by) (35) 
那么 称 4 与 B 可 用 直线 分 离 ; 如 果 

VrEA, VyEB, (lp,7)<(p,y) (36) 
那么 称 4 与 B 可 用 直线 严格 分 离 ;如 果 

sup(p,7x)<inf(p,y) (37) 


那么 称 4 与 B 可 用 直线 强 分 离 . 
如 图 15 所 显示 的 那样 ,两 个 集合 间 可 用 直线 分 离 的 概念 都 
有 明确 的 几何 意义 . 
由 内 积 的 性 质 ,我们 立即 可 得 , (35) 等 价 于 
Yr€EA, Vy€EB, (px—y)S0 (38) 
这 就 是 说 ,4 与 B 可 用 直 
线 分 离 等 价 于 0 与 4 一 B 
可 用 直线 分 离 . 同样 ,由 
(36) 和 (37) 可 知 ,4 与 B 


B 
可 用 直线 严格 分 离 ( 强 分 
离 ) 等 价 于 0 与 4 一 B 可 
用 直线 严格 分 离 ( 强 分 
离 ). 同时 ,命题 15 的 结果 
现在 可 解释 为 0 与 4 可 图 15 凸 集 用 直线 分 离 


用 直线 强 分 离 , 命 题 16 的 结果 可 解释 为 0 与 4 可 用 直线 分 离 . 
考虑 到 两 个 是 集 的 (代数 ) 差 仍 是 丁 集 ,由 命题 16 立即 可 得 
定理 2( 凸 集 分 离 定 理 ) 设 4.BE 尼 为 两 个 凸 集 .int4 天 
g,int4anB= 人 .那么 int4 与 B 可 用 直线 严格 分 离 ,cl4A 与 B 
可 用 直线 分 离 . 
证 明 因为 4 是 凸 集 , 故 由 命题 12 和 命题 5,inth 是 凸 集 . 
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从 而 再 由 命题 1 ,int4 一 互 也 是 凸 集 . 同时 ,由 intA 站 B= 人 3, 可 
知 0&int4 一 B, 并 且 由 inth 半 各 可 知 int4 一 B 是 非 空 开 集 . 因 
此 ,由 命题 15,0 与 intA 一 B 可 用 直线 分 离 . 即 intA 与 B 可 用 直 
线 分 离 . 但 由 int4 是 非 空 开 集 容易 看 出 ,这 时 对 于 每 个 int4 中 
的 点 来 说 ,(35) 中 的 等 号 是 不 可 能 成 立 的 . 即 int4 与 B 实际 上 
是 严格 分 离 的 . 同时 ,因为 4 是 内 部 非 空 的 凸 集 ,由 命题 5 和 命 
题 12 可 得 cl4 中 的 每 个 点 都 是 int4 的 接触 点 . 从 而 对 int4 中 
的 点 都 成 立 的 不 等 式 ,不 可 能 对 cl4 中 的 点 使 不 等 式 反 向 ; 即 
cl4 与 B 可 用 直线 分 高 . 上 

由 命题 15 应 该 可 以 得 到 类 似 的 上 西 集 的 强 分 离 结果 . 但 是 需 
注意 的 是 :两 个 闭 集 的 (代数 ) 差 不 一 定 是 闭 集 (习题 1). 一 般 只 
能 有 : 

命题 17 设 CER: 为 有 界 闭 集 ,DE R* 是 闭 集 .那么 C+D 
也 是 闭 集 . 

证 明 由 命题 12, 我 们 只 需 验 证 C 十 D 中 的 点 列 的 极限 还 
在 C 十 DD 中 . 设 {xi}CC 二 DD, 并 且 xz 一 z. 那么 存在 yyEC 和 zz 
ED, 使 得 

T= yrs 二 12 

但 由 于 C 是 有 界 闭 集 , 故 {y} 是 有 界 点 列 , 从 而 由 命题 14, 存 在 
{oy 的 子 列 {yi.) ,使 得 yx, 一 yEC. 同时 ,有 与 {y1,} 辐 样 下 标的 
{zj 的 子 列 {zi} 仍 收 合 于 工 . 因此 ,由 加 ( 减 ) 法 运算 的 连续 性 ， 
也 有 zx 一 Xu 一 our>Z 一 yy, 且 由 《zu 性 站 和 DD 是 闭 集 ,可 得 工 一 
yED. 因 此 ,z=y 十 (zx 一 EC+D. 口 

定理 3( 凸 集 强 分 离 定 理 ) 设 4ACR 为 有 界 闭 凸 集 , 有 5 
及 : 为 闭 凸 集 , 且 4mB= 人 .那么 4 与 刀 可 用 直线 强 分 离 . 

证 明 ”由 命题 1 和 命题 17 可 得 4 一 已 为 闭 凸 集 , 而 由 A 门 

。47。 


二 了 义 可 导 得 0& 4 一心 因此 ,定理 3 可 由 命题 15 导 得 .|| 
以 后 我 们 将 看 到 ,这 两 条 是 集 分 离 定理 有 众多 应 用 . 与 此 密 
切 相关 的 另 一 条 重要 的 凸 性 定理 是 闭 凸 集 表 示 定 理 . 为 前 述 它 ， 
我 们 先 引进 一 个 概念 . 
定义 19 设 ACR*. 
VpER’, oa(p): =supp,2) (39) 
称 为 集合 4 的 承 托 函 数 . 
请 注意 ,对 于 某 些 p€ R 来 说 ,这 里 的 (p,z) 作 为 4 上 的 + 
的 函数 是 不 一 定 有 上 界 的 . 这 时 我 们 就 认为 o4( 户 ) 一 SU lp,7) 
= 十 co. 也 就 是 说 ,oa 是 定义 在 严 上 的 取 实 值 或 取 十 co 的 函 
数 . os 的 这 一 特性 可 记 作 : 
os : Rr>RU {+oo) 
以 后 我 们 将 经 常 讨论 这 种 类 型 的 函数 . 
定理 4( 闭 凸 集 表示 定理 ) 设 A4CR. 那么 4 是 闭 凸 集 的 
充 要 条 件 为 
A= {zxERIVPER’,(p,7)So0a(p)) (40) 
证 明 设 (40) 的 右 端 为 A1. 如 果 4 一 4: ,我 们 证 明 4; 是 财 
凸 集 . 事实 上 ,对 于 任何 xz, ,zs€ 4 我 们 有 
VpER’, pz Soa(p), (psT2)Eoa(p) 
因此 ,由 内 积 的 性 质 ,也 有 VXE[10,1]， YpER， 
(pI—MNTt Nc) = 1—N (pT) + Np, zx) 
(1—M)oa(p)+Aoa (pp)=0a(p) 
好 (1 一 X)zi 十 XzsE A;, 从 而 证 明了 A 是 凸 集 ， 另 一 方面 ,容易 
验证 ,如 果 {zJC4,zrrz, 则 二 < A1. 因 此 ,Ai 也 是 闭 集 ， 
反之 ,如 果 4 是 闭 山 集 ,我 们 证 明 4 二 入 . 由 04 的 定义 
(39), 显 然 有 ACA. 我 们 指出 ,41\A=. 事实 上 ,如 果 Zo 区 
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4, 申 4 是 办 各 集 和 命题 15, 存 在 p€ 庆 , 使 得 
oCp) sup pT) peo) 
到 > 也 不 是 4, 的 元 素 . [ 
定理 4 回答 了 我 们 在 $1.5 的 最 后 所 说 到 的 问题 , 我 们 的 
结果 其 实 更 一 般 , 因 为 把 (40) 记 成 
4 一 站 (zr€ER’ | (zzy<aa(z))} 


它 恰 好 说 明 :每 个 团 凸 集 都 是 一 族 闭 半 平 面 的 交集 . 
定理 4 还 可 有 进一步 的 推广 . 为 此 我 们 给 出 下 列 
定义 20 设 4C 玉 .包含 4 的 最 小 闭 凸 集 称 为 4 的 闭 凸 
包 , 记 作 cl co4. 
定理 4 设 ACR*. 则 
cl coA= {zxzERIVPER’, (pz)Soa(p)} 
证 明 留 给 读者 作为 习题 ， 
至 于 在 $1.5 中 提 到 的 承 托 直线 现在 也 可 有 如 下 的 解析 定 
义 : 
定义 21 直线 五 ,a== {xXxER?|(p,x) 一 a} 称 为 集合 AE R* 
的 承 托 直 线 是 指 
1. HpyafNclAAG. 
2. YrE€EA, pp,x) a. 
原来 的 凸 集 承 托 定 理 1 或 1' 及 其 解析 证 明 , 现 在 则 可 表达 
为 
定理 1"( 凸 集 承 托 定理 ) 设 4 是 R’ 中 的 图 形 . 那么 4 是 
凸 图 形 的 充 要 条 件 为 过 4 的 每 一 边界 点 有 承 托 直 线 . 
证 明 凸 图 形 的 每 一 边界 点 有 承 托 直线 是 命题 16 的 推论 . 
逆 命 题 的 证 明 仍 可 采用 原来 的 ,但 是 如 果 利 用 目前 的 结果 ,证 明 
可 有 略 有 简化 . 事实 上 , 设 D4 为 4 的 边界 点 全 体 , 如 果 图 形 4 的 
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每 一 边界 点 dq 上 有 承 托 直线 为 
Hi= {zxER’| 《te 一 az) 
今 4 一 用 (rER (pa 7) Cou) 


那么 4 是 闭 凸 集 , 且 由 承 托 直线 的 定义 21 可 知 ,4C4 由 4 
是 图 形 , 故 存在 aEintACintAi. 如 果 又 存在 zxE Ai\4 ,我 们 用 
直线 段 连接 z 和 a, 则 由 4 是 闭 集 , 一 定 存在 d'E (a,x) 是 4 的 
边界 点 ,从 而 存在 过 的 4 与 41 的 公共 承 托 直线 妃 . 但 由 命 
题 6 和 命题 12,d' 又 一 定 是 4; 的 内 点 ,其 上 不 可 能 有 4 的 承 
托 直线 . 因此 ,这 样 的 z 不 可 能 存在 . 口 

我 们 可 以 注意 到 ,这 里 并 未 用 到 4 的 连通 性 ， 

本 节 中 所 证 明 的 定理 2 一 4,1" 可 称 为 凸 性 基本 定理 . 以 后 
要 证 明 的 所 有 定理 都 将 以 它们 为 基础 . 


习 题 

1. 试 举 出 这 样 的 反例 :4E R* 和 BE R? 都 是 闭 集 ,但 4 十 B 不 是 闭 集 

2. 证 明定 理 4 . 

3. 设 4 和 五 为 玉 的 两 个 非 空 有 界 闭 凸 集 , 且 AUB 也 是 凸 集 .证 明 ,4 们 
B 关 多 , 即 A 和 B 有 公共 点 . 

4. 设 41,4,,… ,hw 都 是 RR 的 非 空 有 界 闭 是 集 , 且 A1U 4sU… UA 也 是 
凸 集 .证 明 , 如 果 Ais 4 A 中 的 任意 7 一 个 都 有 公共 点 ,那么 4 
As，… ,An 也 有 公共 点 . 

5. 按照 定义 21 的 记号 ,我 们 称 肪 ,为 4 的 方向 为 p 的 承 托 直 线 . 证 明 , 如 
果 4 是 有 界 闭 凸 集 ,那么 对 于 任何 非 零 方向 p,4 有 且 仅 有 两 条 方向 为 
p 的 承 托 直线 . 


8 1. 8 “高 于 周围 = 四 周 鼓 出 ”的 证 明 


在 这 节 中 ,我 们 要 回答 我 们 最 初 提出 的 问题 , 即 指出 “高 于 
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周围 ”与 “四 周 鼓 出 ”是 一 致 的 . 

我 们 已 经 指出 ,“ 四 周 鼓 出 ”( 凸 图 形 ) 与 (其 边界 上 的 每 一 点 
都 对 某 方向 )“ 高 于 整体 ”是 一 回 事 . 现在 我 们 要 把 “高 于 整体 ” 改 
进 为 “高 于 周围 ”为 此 ,首先 需要 把 我 们 在 $1.1 中 的 “定义 1” 
精确 化 . 由 于 我 们 现在 已 经 有 了 “图 形 ”“ 边 界 ”“ 周 围 ”“ 内 
部 ”“ 对 某 方 向 的 高 低 ” 等 概念 的 确切 定义 ,要 做 到 这 点 已 不 是 
难事 . 

定义 22 设 4CR: 是 一 个 图 形 . x 是 它 的 边界 点 . 如 果 存 
在 r>0,2pE 民 ,2 天 0, 使 得 

VzEint4 站 BCzoyr)， (p ,Xo0) > (Pp,r), (41) 
那么 称 ze 为 4 的 廿 点 ;如 果 存 在 r 汪 0,pER’,p 关 0, 使 得 
VzEA4AMB(ror) (pro)> pT) rEintA (42) 
么 zo 称 为 4 的 止 点 . 不 是 止 ( 凸 ?点 的 凸 ( 凹 ) 点 称 为 严格 凸 
( 凹 ) 点 ， 

这 个 定义 就 是 “定义 1” 的 数学 精确 化 .为 了 指出 “高 于 周围 
二 四 周 鼓 出 ”, 只 需 指 出 :如 果 图 形 AE R 不 是 凸 的 ,那么 它 一 
定 有 严格 四 边界 点 . 事实 上 ,我 们 将 证 明 更 强 的 结果 . 为 此 ,我 们 
还 要 提出 比 严格 凸凹 点 要 求 更 高 的 边界 点 定义 . 

定义 23 设 4CR 是 一 个 图 形 . re 是 它 的 边界 点 . 如 果 存 
在 + 之 0,pER:,p 取 0, 使 得 


YrEANMB(ro 7), (pp,T0) > Lp,x), {43) 
那么 称 zs 为 4 的 暴露 点 ;如 果 存 在 ”>>0,PE 瑚 ,2 天 0, 使 得 
VzE4 门 BCzor)， (zzo) 之 人 bz) 全 《ECEint4 (44) 
那么 zo 称 为 4 的 强 町 点 . 


暴露 点 与 强 凹 点 的 特点 都 在 于 “局 部 承 托 直线 ?都 只 与 “局 

部 边界 ”相交 于 一 点 . 显然 ,暴露 点 一 定 是 严格 凸 点 , 强 四 点 一 定 

是 严格 四 点 ;但 反之 都 不 一 定 . 例如 ,下 列 图 16 中 点 dQ, 对 4 来 
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六 是 亚 格 出 点 , 则 不 是 暴 考 点; 而 对 4 的 余 代 C4 基 涪 是 严格 局 
二 二 入 强加 点 . 可 以 下 意 到 ,暴露 总 与 强加 点 的 这 种 “互补 
省" 对 要 的 图 形 也 是 成 立 荡 芯 对 我 们 下 还 的 证 明 有 用 . 


二 六合 事 说 ,其 


i 
tyE 
4 使 得 x 一 {zx 十 y)/2， 图 46 非 时 喜 点 的 严格 凸 点 

次 名 话说 ,a 是 凸 集 的 端点 是 指 它 不 在 4 中 的 开 线 段 之 中 . 

矶 线段 的 端点 显然 就 是 它 的 通常 意义 下 的 端点 . 在 一 般 情 
彤 中 ,我 们 有 

命题 18 设 4E 严 为 有 界 闭 凸 集 .那么 4 的 每 条 承 托 直 
线 上 至 少 有 一 个 它 的 端点 . 

征明 事实 上 ,有 界 闭 凸 集 4 与 其 承 托 直线 的 交集 总 是 一 
全 半 线 段 或 一 个 点 . 这 闭 线段 的 端点 或 这 单个 点 显然 就 是 4 的 
端点 . 在 后 一 情形 中 ,这 单个 点 还 是 4 的 暴露 点 . [| 

关于 端点 的 最 重要 的 定理 是 下 列 

定理 5S(Klein Milman) 设 4E 导 为 有 界 闭 凸 集 ,DC 4 
为 它 的 端点 集 . 那么 ,A==clcoD; 即 4 是 DD 的 闭 凸 包 . 

证 明 根据 定理 4, 我 们 只 需 指 出 

VpER’, oa(p)=ouo Dp) (45) 
由 于 4 是 有 界 闭 是 集 ,不 难 验证 ,对 于 任何 PER oa(p) 总 取 
有 限 值 ,并 且 
Ha= {XER|(p,7x)—oA(zr)} 
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总 是 4 的 一 条 承 托 直 线 . 由 命题 18 ,每 条 万 ,上 总 有 4 的 端点 ， 
即 存在 .c,€ DD; 使 得 
Ga DPI pr, op So Dp) 

因此 ,4435 成立 .| 

命题 18 和 定 球 5 靶 定 了 任何 有 民团 古 集 一 定 有 端点 .下放 
较 礁 的 十 题 更 进一步 肯定 了 暴 密 点 的 仔 在 性 ， 

命题 19 次 4CR' 是 上古 图 形 .如 困 帮 是 其 边界 的 有 内 连 
通 团 于 和 集 ,并 且 诺 让 是 单 点 或 直线 段 ,那么 力 中 殖 少 包 会 的 
本 个 暴露 :+ 点 

证 明 如 果 玉 中 没有 暴露 点 :那么 刀 中 的 狂 点 的 天 扩 下 
线 都 将 包含 4 的 这 办 的 一 前 外 二 二 下 在 是 单 吉 焦 , 赵 人 季 
定 包含 已 的 部 分 . 又 由 于 天 是 连通 先 , 这 又 说 明 , 瑟 的 条 
都 定 是 忆 中 的 直线 段 的 点 . 六 此 ,是 由 直线 段 组 成 的 集 说 
但 它 义 不 是 -条 直线 段 当 姜 是 两 条 以 上 的 有 了 上限 条 直线 段 弓 沪 
时 ,由 如 连通 ,可 知 这 有 限 条 直线 段 是 相连 的 . 而 不 难 验 证 .下 
线段 与 直线 段 的 连结 点 一 定 是 暴露 点 . 由 此 导 得 矛盾 . 

然而 , 乙 信 可 能 由 无 限 条 直线 段 相连 接 来 形成 . 我 们 不 她 侯 
设 让 的 任何 连通 闭 子 集 都 不 是 由 有 限 条 直线 段 相连 而 成 . 在 则 
仍 能 用 同样 推理 导 得 暴露 点 的 存在 . 这 时 , 设 aE&imt5, 则 钙 邦 
题 6 和 命题 12,4 与 忆 中 的 点 用 直线 段 相 连接 时 ,彼此 不 人 相 
交 , 设 局 为 局 中 所 有 与 a 的 张 角 超 过 /2 的 直线 段 全 体 ( 这 笑 
的 直线 段 少 于 4 条 ) ,了 为 DD, 的 个 连通 部 分 % 的 闭 包 . 殖 
D; 还 是 由 直线 段 所 组 成 ,但 其 中 不 再 有 对 4 的 张 角 超 过 2/: 的 
直线 段 . 又 令 Di 为 Di 中 的 对 a 的 张 角 超 这 x/4 的 直线 段 全 : 体 ， 
六 为 Pi\D; 的 一 个 连通 部 分 的 闭 包 . 再 在 六: 中 取出 对 a 上 归来 
个 设 zE1, 则 总 的 包 色 的 最 大 连通 子 集 称 为 包含 zx 的 连通 咸 分 . 
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角 超 过 r/8 的 直线 段 , 而 得 到 站 ，…… 如 此 等 等 . 最 后 得 到 一 条 
刻 由 直线 段 组 成 的 有 界 连 通 闭 集 : 
DODIODPIO… DDD 

这 些 有 界 连通 闭 集 的 交集 一 定 是 非 空 的 . 忆 令 z6E 门生 ,De 则 > 
不 可 能 在 任何 对 a 的 张 角 大 于 零 的 直线 段 内 ,同时 ,由 命题 6 和 
12,z 与 a 的 连 线 上 又 不 可 能 有 DD 中 的 别 的 点 , 这 就 与 D 由 直线 
段 组 成 相 予 盾 . 从 而 完成 了 命题 的 证 明 . [] 

这 一 命题 的 结论 虽然 很 简单 ,但 它 的 证 明 却 很 不 简单 , 而 且 
看 来 也 很 难 找到 更 简单 的 证 明 .@ 这 说 明 这 - 命题 是 比较 深刻 
的 . 

现在 我 们 来 证 明 这 节 中 的 主要 定理 : 

定理 6 ACR’ 为 一 非 凸 图 形 .那么 4 的 边界 上 至 少 存 在 
一 个 强 四 点 . 

证 明 因为 4 是 非 凸 的 , 故 int4 也 是 非 凸 的 ,从 而 一 定 存 
在 v.Eint4, 使 得 (z,y) 不 在 int4 中 .但 int4 又 是 连通 的 ,由 命 
题 13 ,我 们 还 可 假设 ,存在 zEint4 ,使 得 Cz,z]Cyz]cCint4. 这 
是 因为 x 与 y 总 可 由 int4 中 的 有 限 条 线 眉 连接 . 设 这 有 限 条 线 
段 的 端点 为 zyziyzr…zyyy 如 果 (zyzi) 不 在 int4 内 ,我 们 可 
令 zi 一 zz 一 洲 否则 可 把 Xi 二 使 连接 Ty 的 线 眉 总 全 有 


线 眉 青 减少 - .条 ,最 后 下 上述 罗 人 99Z， 此 四 我 们 显然 
还 可 适当 移动 z 或 y, 使 得 (zy) 不 在 A 中 . 
现在 设 4 的 边界 落 在 三 角形 co{x,，y,z} 中 的 部 分 为 DD. 并 


Wb 这 点 可 用 全 每 个 应 中 取 一 点 而 形成 的 点 列 的 收 


2 会 出 较 简 单 的 丰 明 如 下 :如 果 忆 由 线段 
组 成 , 则 它 至 多 只 包含 可 数 条 线段. 但 D 区 点 的 的 藉 拒 所 的 向 可 能 有 不 可 数 
个 , 故 至 少 有 一 条 承 托 直线 与 4 只 交 于 一 点 . 
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设 D 的 闭 止 包 coD= 83, 则 BCco{x,y,z). 由 命题 19,B 有 暴露 
点 d, 且 我 们 还 可 要 求 4 (z,y). 同时 ,由 于 暴露 点 一 定 是 端 
点 ,根据 定理 5, 还 容易 推 得 一 定 有 dE D. 最 后 ,不 难 验 证 ,ad 一 
定 是 4 的 严格 凹 点 ， 口 

推论 (“高 于 周围 = 四周 鼓 起 ”) 设 4CR 为 图 形 .那么 4 
是 凸 图 形 的 充 要 条 件 为 它 的 所 有 边界 点 都 是 凸 点 . 


习 题 

1. 证 明 , 对 于 上 图 形 来 说 ,严格 凸 点 就 是 端点 . 

2. 设 ACR? 为 凸 图 形 ,d 为 它 的 边界 点 .如果 过 d 有 两 条 以 上 的 不 同 的 4 
的 承 托 直线 ,那么 4 称 为 4 的 顶点 . 试 讨论 顶点 与 端点 .暴露 点 间 的 关 
系 . 

3. 证 明 , 对 于 是 图 形 来 说 ,其 不 同 承 托 直 线 间 的 最 大 夹 角 ( 取 小 于 x/2 者 ) 
超过 某 固定 的 8>0 的 顶点 至 多 只 有 有 限 个 . 

4. 证 明 ,有 界 闭 凸 集 的 端点 集 的 凸 包 总 是 闭 的 , 由 此 ,Klein-Milman 定理 5 
可 以 改进 . 


§ 1.9 数理 经 济 学 上 的 应 用 


我 们 从 直观 的 止 凸 感觉 出 发 ,经 过 不 断 的 数学 抽象 和 精确 
化 ,已 经 形成 了 一 套 有 相当 规模 和 深度 的 数学 理论 , 对 本 书 的 读 
者 来 说 ,如 果 他 是 位 初学 的 数学 爱好 者 ,或 许 他 会 感到 很 兴奋 ， 
没 想到 很 平常 的 凹凸 感觉 , 竟 能 引出 这 样 不 寻常 的 学 问 来 . 但 是 
对 于 -一 位 对 数学 无 好 感 的 人 来 说 , 当 他 听 说 直观 的 目 凸 感觉 竟 
然 变 成 一 系列 不 知 所 去 的 符号 与 莫名 其 妙 的 推理 时 ,他 或 省 又 
会 认为 数学 家 真是 没事 找事 ,非得 把 人 人 都 “ 懂 ” 的 事 糖 成 之 而 
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又 玄 的 数学 游戏 . 

“数学 游戏 ?确实 存在 . 就 象 体育 运动 能 健身 那样 ,数学 游戏 
能 健 脑 . 因此 ,好 的 数学 游戏 就 象 好 的 体育 运动 -- 样 ,应 该 说 , 儿 
平 对 人 人 都 是 需要 的 , 但 是 绝 大 部 分 的 数学 并 不 是 游戏 ,而 是 人 
类 改造 世界 的 工具 . 一 门 数 学 理论 的 出 发 点 可 能 是 一 些 很 粗浅 
的 感 党 ,但 当 它 -有 旦 超越 了 和 人们 的 感觉 而 揭示 出 诬 层 的 理性 认 
识 时 ,就 能 转化 为 巨大 的 物质 力量 . 我 们 不 准备 在 这 里 论述 “下 
截 ! 数学 之 为 用 ”, 而 只 想 专门 就 凸 性 理论 来 对 此 说 几 句 . 

凸 性 理论 作为 数学 的 -个 专题 来 说 是 相当 初等 的 .但 作为 
-种 几何 观念 ， 它 并 未 在 初等 的 几何 学 中 发 展 起 来 ， 因 为 与 : 
角形 、 多 边 形 、 圆 、 多 面体 、 球 、 圆 锥 等 比 起 来 ， 凸 性 又 显 硅 
是 高 一 层次 的 概念 .真正 的 凸 性 数学 理论 的 出 现 还 是 本 世纪 刘 
的 事 ， 对 它 贡 献 最 大 的 是 德国 数学 家 Hermann Minkowski 
:1864 一 1909) .所 谓 “ 吓 案 承 托 定理 ”就 是 他 最 早 提 出 的 . 其 
研究 的 出 发 点 或 许可 看 作 … 神 “数学 游戏 它 叫 做 “ 数 的 几 
河 ” 这 是 Minkowski 本 世纪 出 版 的 一 本 著作 的 题目. 其 中 研究 
者 如 面积 外 够 大 的 十 图 形 中 有 多 少 个 格 点 之 类 的 问题 ， 人 

数 的 几何 ”党 数论 的 菜 毕 合 二 芒 发 民 兽 经 有 这 很 大 的 影响 ,: 
兴 泊 由 于 用 处 不 大 而 逐渐 被 入 遗 忘记 性 理论 也 随 之 被 洽 没 1 
于 几 十 年 -直到 59 年代， 

症 性 理论 重新 崛起 的 最 廿 天 的 原因 是 人 在 证 始 发 现 机 者 则 
沦 并 非 吕 是 "游戏 ”, 而 是 一 种 极光 站 用 的 工 吉 .当时 对 商 性 理 浆 
推动 最 大 的 是 一 次 大战 前 导出 理 的 点 人 所 短 等 隐 
制 论 . 数 理 经 济 学 等 . 在 这 些 新 领域 中 放 现 了 些 以 前 茜 车 生 、 


|。 这 是 应 在 数学 界外 记 愉 在 和 名 的 人 物 ， 也 当 这 爱 因 斯 坦 的 老师 ， 人 和 
出 爱 内 斯 坦 是 ， 个 天 才学 生 ; 坚 启 也 入 他 i 时 课 所 是 跑 ， 终 下 
又 央 对 爱 因 斯 坦 ( 息 义 ) 相 对 论 给 出 几何 解释 名 闻 > 于 


物理 学 等 应 用 数学 “ 老 ”领域 中 很 少 遇 到 的 数学 问题 . 其 形式 昌 
然 也 是 求 函 数 的 最 大 值 最 小 值 之 类 ,但 经 典 的 数学 工具 很 难 秦 
效 , 因 为 其 中 或 是 涉及 的 函数 不 太 “ 正 规 ”, 或 是 自 变量 的 范围 不 
太 “ 正 规 ” 例如 线性 规划 就 是 这 类 问题 之 一 . 其 中 被 求 极 值 的 函 
数 是 一 次 (线性) 函数 , 自 变量 的 变化 范围 是 由 “ 超 平面 (直线 的 
高 维 推广 )” 围 成 的 是 区 域 . 函数 的 极 值 一 定 在 这 个 凸 区 域 的 端 
点 上 达到 . 经 典 的 微分 学 在 这 里 无 能 为 力 , 而 同性 理论 成 了 解决 
这 类 问题 的 关键 . 

我 们 在 这 里 将 举 一 个 数理 经 济 学 的 例子 来 具体 说 明 上 四 性 理 
论 在 这 些 新 应 用 数学 领域 中 的 作用 . 所 谓 数理 经 济 学 就 是 用 数 
学 来 研究 某 些 经 济 学 机 理 的 学 科 . 当然 ,并 不 是 任何 经 济 学 问题 
都 能 用 数学 来 研究 ,但 不 少 只 涉及 物 与 物 之 间 关 系 的 经 济 学 剖 
题 是 可 用 数学 来 解决 的 . 

我 们 在 这 里 将 讨论 的 是 一 个 生产 的 产 出 与 其 成 本 的 关系 本 
题 . 假设 有 … 个 企业 . 它 生 产 :种 产品 ,而 生产 这 种 产品 需 旧 两 
种 原料 .或 者 用 经 济 学 的 术 请 来 说 ,需要 两 种 投入 . 记 产 品 的 产 
出 量 为 y; 而 投入 景 为 x=: 《x1 ,2 ) ,后 阁 可 以 看 作 一 个 平面 R* 上 . 
的 向 量 , 不 过 它 的 两 个 分 量 -- 般 总 是 非 负 的 那么 它们 间 有 某 种 

y= tr! At 站 sd, 

它 的 含义 是 ; 提 入 = 2 最 多 避 产 出 了 来 .这 里 * 最 多 "两 
字 不 能 省 略 ,否则 不 好 好 组 织 生 产 .投入 再 宪 还 可 能 生产 不 出 产 
品 来 . 说 一 国 数 Ar) 称 为 生产 国 数 .ze 为 常 烤 在 
(za2)- 平面 上 可 画 出 -条 曲线 , 这 条 曲线 称 为 等 产量 曲线 . 
即 ,在 这 条 曲线 上 的 投入 点 都 能 生产 出 y 来 ， 

又 念 VOD) 一 :和 村 | 矿 4 
它 表 示 需 要 产 出 至 少 为 时 的 应 该 有 的 投入 量 z 全 体 . 它 斌 为 
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投入 需求 集 . 这 个 集合 与 生产 函数 间 的 关系 可 以 从 图 17 中 看 
出 . 
其 中 等 产量 曲线 有 大 致 如 图 
17 中 的 PQ、P'Q' 那样 的 形 
状 ,并 且 右 上 角 所 指 方向 是 
产 出 增加 的 方向 (例如 已 ' 
Q' 所 规定 的 产 出 量 大 于 PQ 
所 规定 的 产 出 量 ). 如 果 PQ 
的 方程 为 f (x!, x?) 二 y, 那 
么 PQ 以 上 的 点 的 全 体 就 是 
集合 V(y). 

我 们 下 面 将 假设 对 于 任 ”图 17 等 产量 曲线 和 投入 需求 集 
何 y,V(y) 是 闭 凸 集 . 这 个 假设 意味 着 :如 果 我 们 用 x = (zl,x?) 
和 zs 一 (x},z?) 都 至 少 能 生产 出 y 来 ,那么 它们 的 “ 凸 组 合 ”z= 
(一 和 zi 十 和 zs( 例 如 取 入 二 1/2, 意 昧 着 对 两 种 投入 方式 各 取 一 
半 ) 也 至 少 能 生产 出 y 来 .同时 ,如 果 投 入 列 {zx}) 都 至 少 能 生产 
出 y 来 ,那么 它们 的 极限 投入 zx; =limx 也 至 少 能 生产 出 y 来 . 
不 难看 出 ,在 一 定 范围 中 ,这 一 假设 是 合理 的 . 为 使 VC(y) 对 于 任 
何 y 都 是 凸 集 , 自 然 对 函数 (x1,x*) 有 一 定 要 求 . 有 这 种 性 质 
的 函数 称 为 下 半 连 续 的 拟 止 函数 . 这 里 的 术语 我 们 在 下 章 中 再 
作 进 一 步 说 明 . 图 17 中 的 生产 函数 就 是 下 半 连 续 拟 凹 的, 其 特 
点 在 于 等 产量 曲线 都 向 产 出 减 小 的 方向 鼓 出 , 且 等 产量 曲线 就 
是 投入 需求 集 的 边界 . 

现在 假设 第 一 种 的 投入 的 价格 为 p', 第 二 种 投入 的 价格 为 
产 . 那么 两 种 价格 合 在 一 起 也 形成 一 个 平面 向 量 p= (p',p’)€ 
R*. 这 一 向 量 的 两 个 分 量 一 般 也 应 是 非 负 的 . 于 是 当 投 入 为 x+ 一 
Cz1 ,zx?) 时 ,生产 的 成 本 就 应 该 是 
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pr tp =(p,7) 
即 投入 向 量 与 价格 向 量 的 内 积 . 如 果 该 企业 追求 的 是 生产 成 本 
最 小 ,那么 它 为 生产 出 y 所 需 的 最 小 成 本 为 
机 ‘48) 

它 作为 产 出 y 和 投入 价格 p 的 函数 , 称 为 该 企业 的 成 本 函数 . 

企业 的 生产 函数 和 成 本 函数 自然 都 是 衡量 企业 的 生产 技术 
水 平 的 重要 依据 . 由 (48) 可 知 ,成 本 函数 可 由 生产 函数 来 求 得 . 
作为 理论 的 出 发 点 .生产 函数 自然 比 成 本 函数 更 为 重要 . 然而 ， 
对 于 一 个 实际 企业 来 说 ,如 果 假 定 它 已 经 处 于 一 种 “正常 ' 的 力 
求 成 本 最 小 的 生产 状况 ,成 本 函数 是 容易 直接 从 会 计 的 账目 上 
来 求 出 ,因为 它 实际 上 只 需要 知道 为 了 产 出 y, 对 菜 一 种 生产 安 
排 , 应 该 投入 多 少 z= (zz2). 相反 ,生产 函数 却 不 大 容易 求 
出 ,因为 它 必须 对 尽 可 能 多 的 投入 组 合 (z',z*)( 各 种 不 同 的 生 
产 安排 ) 来 进行 试验 ,才能 对 生产 函数 作出 估计 . 现在 我 们 要 问 ， 
能 否 由 企业 的 成 本 函数 来 得 到 企业 的 生产 函数 . 换 句 话说 ,我 们 
能 否 从 一 种 生产 安排 所 获得 的 数据 ,来 估计 出 其 它 生产 安排 的 
产 出 状况 . 

这 个 问题 无 疑 是 很 有 实际 意义 的 . 但 是 仅 就 生产 函数 与 成 
本 函数 的 关系 (48) 来 看 ,实在 很 难看 出 这 个 古怪 的 “函数 方程 ” 
如 何 来 解 . 对 于 - - 般 情形 来 说 ,这 是 无 法 求解 的 , 但 是 如 果 我 们 
假定 生产 函数 f 是 下 半 连 续 拟 四 的 ,或 者 说 ,其 对 应 的 投入 需 
求 集 V (y) 对 于 任何 y 都 是 闭 喇 集 ,那么 这 个 间 题 就 可 利用 我 们 
已 知 的 凸 性 理论 来 得 到 答案 ， 


事实 上 ,由 (48) ,我 们 有 
cf(y 力 ) 一 min (p72)=- max (pr) 
XE VV) ZEVCY) 
= -or (pp) (49) 


而 由 上 节 的 定理 4, 我们 可 知 
VO)={rER ,NPER’,(p. rov op)} C50) 
从 而 由 (49) 和 (50) 可 得 
Vy)= (rER YPpER, (pr) or, (—p)i 
= {ERIVYVPER ,p27) Sc(p,y). 


={zERIVPER', p71) cy,p)) C51 
人 5 让 说 朋 ,V(y) 是 由 下 列 一 系列 等 成 本 直线 所 围 成 的 : 
(pox)=p rp ec(y,p) (C52) 
强身 图 18 那样 ,其 中 4B 着 p 
大 条 等 本 直线 .由 此 对 FR 一 一 一 一 一 一 
二 国定 的 ,我们 就 可 得 和 | 
成 本 路 让 CC ;PP ?来 得 出 投 4 


和 需求 集 Toyr) ,从 面 可 确 
4 为 yy 的 等 产量 内 
线 .和 通过 变动 ) 得 芭 \ 
所 有 等 产 基 天 线 ,以 笃 完 全 AR 
全 定年 产 末 数 所 3， BY 
从 经 济 问题 实际 出 发 ， 图 18 用 等 成 本 直线 围 成 的 投 人 需求 集 
451) 还 可 表达 得 更 确切 些 . 引进 新 的 记 和 导 ; 
RR : 非 负 实数 全 体 ; 
" R? := {rr ER |r ,7 ER,} 
通常 我 们 总 假定 
VyER, V iviR: = VR. (53) 
1353) 的 右 端的 含 义 是 ， 担 入 量 必 须 是 非 入 的 . 而 (53) 的 左 端的 含 
< 和 :其 居 投入 x ， EVCY) 能 生产 出 y 来 ,上 是 2 二 (x ， 
> ee 和 z22225 芭 zEzTR VCv) 二 R2 ,那么 投 … 
: 也 能 生产 出 》 来 的 名 话说 ,投入 增 包 不 会 引起 产 出 的 减少 
。 6b0" 


这 一 假定 的 推论 是 :如 果 投 入 的 价格 向 量 p&R2, 即 其 中 至 少 
有 一 项 投入 的 价格 是 负数 ,那么 对 应 的 成 本 函数 值 ce(y,p) - 定 
是 负 无 限 大 , 即 实际 上 不 需要 成 本 ,还 可 “大 大 收入 ”这 是 因为 
由 (53) 可 得 


clysp)= min (pz7)= mn 《p,x) 
TEVEY) ZzEVy) 十 有 4 


< min (px1) min (p ,x2) 


=c(p,y)—o0 
这 仅 当 c(p,y) 为 一 co 时 有 可 能 ， 
这 样 一 来 ,在 (51) 中 就 不 需要 考虑 不 在 Ri 中 的 价格 , 从 而 
可 改写 为 
VCO)= (rE RINPE RS ,pr) cy Dp))} 54) 
当然 ,对 一 个 具体 的 企业 真 要 用 这 种 方法 来 求 出 其 生产 区 
数 来 还 会 有 一 定 的 技术 上 的 困难 . 同时 ,生产 函数 理论 本 身 也 有 
一 定 的 缺陷 . 但 是 凸 性 的 数学 理论 在 其 数量 关系 的 分 析 中 起 着 
本 质 作 用 这 点 是 很 明显 的 . 


§ 1.10 对 一 般 情形 的 推广 


我 们 这 章 中 关于 凸 性 的 讨论 都 是 对 平面 R* 进行 的 . 这 有 - 
个 很 大 的 好 处 ， 它 在 于 它 象 中 学 的 平面 几何 一 样 ， 几 乎 每 一 个 
数学 结果 都 可 以 在 纸 上 末 出 直观 的 几何 图 象 来 .但 是 现在 再 加 
过 头 来 看 看 我 们 的 讨论 ， 立 即 可 以 发 现 ， 其 中 极 少 用 到 “空中 
是 二 维 的 ”这 个 性 质 . 

事实 上 ,在 $1.4 中 ， 所 有 的 定义 和 命题 都 对 维 空间 户 
适用 ， 只 是 其 中 的 命题 2〈 任 何 尖 凸 锥 都 有 包含 它 的 极 大 尖 串 
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欠 ) 的 证 明 已 不 太 可 能 再 象 在 R* 的 情形 中 那样 ,还 能 给 出 一 个 
勉强 自圆其说 的 表达 ， 其 实 正如 我 们 已 经 提 到 的 ， 对 于 这 个 全 
题 的 证 明 涉及 公理 集合 论 的 一 个 根本 问题 ， 这 条 称 为 “选择 公 
理 ” 的 公理 有 点 象 平面 几何 中 的 平行 公理 承认 平行 公理 的 几 
何 是 欧 几 里 德 几 何 ,而 不 承认 它 的 几何 就 成 了 所 谓 非 欧 几何 . 同 
样 ， 对 于 选择 公理 也 是 有 人 承认 ， 有 人 不 承认 ， 如 果 承 认 选 择 
公理 ， 命 题 2 几乎 不 证 自明 ， 但 是 如 果 不 承 认 选 择 公理 ， 命 是 
2 就 不 成 立 了 . 因此 , 凸 性 理论 在 根本 上 是 需要 选择 公理 作 基础 
的 ， 深 入 讨论 这 些 问题 未 免 离 题 太 远 ， 我 们 不 妨 就 简单 地 认为 
命题 2 实际 上 是 一 条 公理 ， 这 条 公理 的 一 般 形式 可 以 理解 为: 
“大 到 不 能 再 大 的 东西 总 是 存在 的 ” 其 否定 自然 就 是 “不 一 定 
存在 ” 这 两 者 的 谁 是 谁 非 就 象 欧 氏 几何 与 非 欧 几何 那样 在 逻辑 
上 是 无 法 分 辨 的 。 
$1.5 中 的 所 有 定义 和 命题 仍 都 对 R" 适用， 不 过 所 有 “ 直 
”大 这 代 管 为 “ 起 而” “本 是 “下 全 和 信人 
- 维 空间 中 的 超 平面 就 是 通常 的 平面 ，R" 中 的 超 平 面 是 
_ 1 维 的 空间 . 它们 的 特点 都 是 能 把 原来 的 空间 分 隔 为 平 直 
的 两 部 分 ， 全 4 的 证 明 中 除了 需要 前 面 说 的 全 2 以外， 还 
需要 指出 “ 极 大 尖 凸 锥 的 “边界 ， 是 超 平面 "， 这 里 的 “边界 ” 
应 该 理解 为 后 面 所 说 的 “代数 边界 ”为 指出 这 点 观念 上 并 不 难 ， 
但 要 完全 表达 清楚 也 不 太 容 易 、 有 兴趣 的 读者 不 妨 一 试 ， 这 节 
中 的 其 它 定义 和 命题 除了 R* 改 为 Rr 外 都 不 用 作 修改 ， 只 是 在 
命题 5 的 后 半 部 分 的 证 明 中 用 到 了 R? 的 性 质 ， 对 于 一 般 情形 ， 
图 10 中 的 4 个 点 有 可 能 不 在 一 个 平面 上 . 但 这 并 不 影响 证 明 的 
完成 ， 因 为 以 下 的 推理 对 这 4 个 点 不 在 一 个 平面 的 情形 仍 是 适 
用 的 此 外 , 如 果 我 们 认为 “图 形 ” 的 概念 不 一 定 是 二 维 的 ， 那 
么 “ 西 图 形 ” 的 定义 9 也 不 必修 改 . 
* O02. 


$1.6 中 的 R 换 为 尺 毫 无 问题 , 需要 注意 的 只 是 点 zE 妈 

的 范 数 上 ze 应 该 理解 为 
z=( (2)? 十 (zx? 十 十 (x?) 12 
§ 1.7 中 需要 注意 的 是 内 积 的 定义 (20) 应 被 代替 为 
(ap :一 妈妈 十 zz 十 十 妇 2 

但 (21) 并 不 需要 修改 ,因为 可 以 在 向 量 a 和 8 所 决定 的 平面 中 
来 考虑 问题 . 这 节 中 的 其 它 地 方 也 只 需 把 “直线 ” 改 为 ^ 超 平面 ”. 

然而 ，8 1. 8 中 的 结果 推广 有 一 定 的 麻烦 . 定义 22 一 24、 命 
题 18 和 Krein-Milman 定理 5 对 Rr" 都 是 适用 的 但 命题 18 除 
了 “直线 ”要 改 为 “ 超 平面 ”外 ， 证 明 也 需 有 较 大 的 修改 ， 因 
为 现在 的 证 明 只 对 n= 二 2 成 立 . 一 般 情形 的 证 明 需 要 对 x 用 数学 
归纳 法 ,并 验证 ; 承 托 超 平面 上 的 4 的 点 所 形成 的 有 界 闭 凸 集 
的 端点 就 是 4 的 端点 . 

命题 19 和 定理 6 在 根本 上 依赖 于 RK: 的 性 质 . 也 就 是 说 ,对 
于 R", n>2, 它们 并 不 成 立 ， 这 是 因为 “D 由 直线 段 组 成 ”的 
说 法 在 证 明 中 起 本 质 作用 .事实 上 ， 我 们 也 可 以 举 出 反例 来 涪 
明 它们 对 于 二 维 以 上 的 空间 不 成 立 ， 例如， 设 4 是 一 个 象 缸 头 
那样 的 圆柱 体 ， 那 么 在 圆柱 面 上 的 有 界 连通 闭 子 集中 并 不 存在 
暴露 点 . 又 如 ， 设 4 为 两 个 半径 相同 的 球 在 半径 的 中 点 处 相交 
而 形成 的 一 个 几何 体 . 它 不 是 R’ 中 的 凸 集 , 但 是 它 也 没有 四 点 
《为 什么 ?)， 更 没有 强 是 点 ， 尽 管 如 此 ，“ 高 于 周围 = 四 周 鼓 
出 ”还 是 成 立 的 ， 因 为 我 们 可 以 把 定理 6 表达 为 : 

定理 6 设 ACR" ,nn 之 2 为 一 非 吓 图 形 . 那么 存在 -个 一 
维 平面 五 ,使 得 4' = 二 4 门 H 为 二 维 非 凸 图 形 ， 并 且 4 有 强加 
这 里 的 五 一 定 存在 ， 和 否则 会 导出 4 是 凸 图 形 . 

$1.9 中 的 结果 则 可 以 从 “二 投入 ”情形 推广 到 “2 投入 ” 
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的 情形 . 这 个 例子 也 说 明 “n 维 空间 ”并 不 神秘 . 它 可 以 不 是 现 
实 空 间 (直观 的 空间 总 是 三 维 的 ) 的 刻 划 ， 而 可 以 是 另 一 些 现 
实数 量 关系 的 刻 划 . 这 里 更 一 般 的 推广 是 “n 投入 、m 产 出 ”的 
情形 ， 这 种 推广 比较 复杂 ， 但 也 可 以 想象 ， 产 出 与 成 本 的 某 种 
“对 偶 ” 关 系 将 仍 可 用 凸 性 理论 来 导出 . 

最 后 ， 我 们 还 注意 到 ， 本 章 中 有 相当 多 的 内 容 甚至 与 空间 
的 维 数 都 是 无 关 的 .就 是 说 ， 它 们 对 一 般 的 线性 空间 或 拓扑 线 
性 空间 也 是 成 立 的 .这 就 使 得 西 性 理论 的 应 用 范围 还 可 大 大 扩 
大 ， 例 如 ， 变 分 学 、 控 制 论 中 的 许多 问题 就 可 应 用 “无 限 维 空 
间 ” 上 的 西 性 理论 . 不 过 要 在 这 里 讨论 这 类 问题 就 走 得 太 远 了 . 

此 外 ， 我 们 在 本 章 中 的 讨论 还 能 给 人 数学 学 习 上 的 一 种 启 
示 : 对 于 一 个 很 一 般 的 数学 问题 ， 不 一 定 一 上 来 就 要 对 它 的 一 
般 情形 去 研究 ， 而 可 以 先 研 究 它 的 最 简单 的 情形 ， 当 最 简单 的 
情形 搞 清楚 后 ， 你 就 会 发 现 一 般 情形 的 大 部 分 你 也 清楚 了 .这 
在 智力 上 将 会 节约 许多 劳动 ， 如 果 追 求 一 般 性 ， 我 们 这 本 小 书 
完全 可 以 一 上 来 就 对 R" 来 讨论 . 对 于 有 经 验 的 读者 来 说 , 这 丝 
之 不 会 增加 他 的 阅读 困难 . 甚至 他 仍 会 把 它 当 作 ”一 2 来 读 . 但 
对 于 初学 者 来 说 ， 他 就 有 可 能 老 感到 不 可 提 措 了， 不 要 说 去 想 
象 二 维 空间 的 图 象 是 多 么 不 容易 ， 就 是 总 想象 三 维 空间 的 图 象 
tb 会 使 人 很 快感 到 十 分 疲劳 , 我 们 面向 的 读者 是 初学 者 . 因此 ， 
宁可 让 有 经 验 的 读者 感到 我 们 没有 必要 只 取 ”一 2, 而 让 初学 者 
感到 容易 读 ， 不 过 我 们 希望 初学 的 读者 也 能 逐渐 把 这 样 的 思考 
方法 变 成 -- 条 经 验 ， 因 为 目前 绝 大 多 数 的 数学 书 都 是 用 尽 可 能 
- 般 的 形式 来 写 的 . 当 你 阅读 这 种 一 般 形式 的 书 感到 困难 时 ,最 
好 的 办 法 就 是 取 - -个 你 完全 能 把 握 的 最 简单 的 例子 ， 并 通过 全 
来 理解 书 中 的 内 容 ， 车 干 年 以 前 ， 这 种 思考 方法 有 -一 个 很 流行 
的 名 称 ， 那 就 是 所 谓 “ 解 剖 一 个 麻 淮 ”. 

apD4。 


$ 2.1 上 函数 的 定义 


我 们 在 上 一 意 中 已 讨论 了 凸 性 的 基本 特征 . 在 那里 十 性 是 
作为 一 种 几何 性 质 来 看 待 的 , 为 使 凸 性 理 沦 有 更 多 的 应 用 ,我 们 
在 本 章 把 凸 性 与 函数 概念 联系 起 来 ,使 它 能 用 来 刻 划 变 化 ， 

要 用 几何 方法 来 研究 函数 ,最 自然 的 办 法 就 是 给 出 函数 的 
几何 表示 , 即 通过 函数 的 图 象 来 研究 通 数 的 性 质 . 一 个 单 变 是 二 
数 的 图 象 通常 是 平面 | 的 条 曲线 . 而 曲线 一 般 是 不 会 构成 
个 凸 集 的 ,除非 这 条 曲线 是 直线 或 声 线段 . 因此 ,如 果 希 望 通 过 
考察 亢 数 的 图 象 是 否 凸 集 来 导出 车 数 的 性 质 , 那 是 不 可 能 有 多 
大 作为 的 .为 了 能 运用 凸 性 理论 来 研究 申 数 ,我们 应 该 设法 托 郊 
数 的 图 象 *“ 加 厚 ”, 使 得 原来 的 图 象 成 为 “加 厚 ? 过 的 图 象 的 -部 
分 边界 , 这 就 导致 下 列 慨 念 : 

定义 1 没 /(a5 ->R 为 定义 在 RR 中 的 开 区 间 (a.6): 
一 {cERIa<r<b} 上 光 实 值 函数 ,这 里 a.5 满足 一 a< Ass 
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十 cc. 下 列 集合 
epif : ={(zx,0) ER IrE Cab) , fr) Ea) (1) 
称 为 函数 f 的 上 图 (epig- 
raphV). y 
如 图 19 可 以 看 出 ,函数 
的 上 图 就 是 函数 的 图 象 再 并 
上 图 象 上 方 的 所 有 点 . epif 
定义 2 如 果 函 数 f: 
(a,0) 一 >R 的 上 图 epif 是 


凸 集 ,那么 了 称 为 (a,5) 上 的 
凸 函 数 . 如 果 这 时 f 的 图 象 0 4 h 
上 的 点 都 是 epif 的 严格 凸 19 ”函数 的 上 图 


点 ,那么 了 上 称 为 (zc, 六 上 的 严格 凸 函 数 . f 称 为 (a,5) 上 的 凹 函 数 


f(x) 
{1- A) frr af Ts) 


fm) 
f((1-2ITI+AT,) 


出 
2 zl CI AITIt AT Ty, 


图 20 丁 函 数 
(严格 凹 函数 ) 则 是 指 一 上 是 (a,o) 上 的 加 函数 (严格 凸 函 数 )， 


人 epigraph 的 原 义 为 建筑 物 上 的 铭刻 承建 “建筑 日 期 ,建筑 设计 师 等 所 标 
“二 图 "只 是 意译 . 


4 
Ts 
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由 西 函 数 的 定义 尤其 可 得 :函数 图 象 上 的 两 点 的 连接 线段 
使 图 象 的 连接 该 两 点 的 部 分 在 其 下 侧 ( 如 图 20). 
下 列 命题 说 明 凸 函数 也 可 用 解析 式 来 定义 ,而 后 一 定义 比 
前 者 用 得 更 多 . 
命题 1 (a,5) 上 的 函数 了 是 山 疯 数 (严格 凸 函 数 ) 的 充 要 
条 件 为 
Yrisr€E (ab) ,rr VAE (CO,1), 
fritAr) EIN RHA (zr) (2) 
证 明 设 了 是 凸 函 数 , 即 epif 是 凸 集 , 则 对 于 任何 XE€ (0， 
1), (zau), (ras02) Eepif ,有 
((1—MNx+Ar, (1—A)a A) Eepif 
即 CQ 一 和)zi 十 za) 福 (1 一 和信)al 十 Xas 
由 于 (zi ,f(z0)), (zsyf(xz))Eepif ,因此 ,上 式 对 a 二 f(z1) ,a 
二 了 f(z) 成 并 , 即 (2) 成 立 . 
反之 , 设 f 满足 (2) 式 , (zi ,01), (zz,0s)Eepif, 和 E€ (0,1). 


w= (1—A)ri+Ar, 
t= (1—M\)a 十 和 as 
那么 由 (2) 和 上 图 的 定义 (1)， 
fAVF HA SENNat A =t 
因此 , (ws,t) Eepif. 由 (vw,t) 的 任意 性 ,cpif 是 凸 集 , 即 /是 加 
函数 . 
命题 的 严格 凸 部 分 的 证 明 留 给 读者 作为 练习 ， LL] 
显然 ,线性 函数 是 凸 函 数 . 仿 射 消 数 ( 即 一 次 函数 一 -线性 
函数 与 常数 之 和 ) 也 是 凸 函数 . 不 难 验证 , 仿 射 函数 的 平方 ,其 全 
偶 次 方 ,也 都 是 号 函数 . 
由 命题 1 可 知 , 凸 函数 可 以 有 两 种 定义 . 这 两 种 定义 都 容易 
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推广 到 定义 在 任意 区 间 ( 凸 集 ) 上 的 函数 情形 , 虽然 用 不 等 式 来 
定义 山 函 数 较为 直截了当 ,但 是 用 上 图 来 定义 西 函数 更 有 其 独 
到 的 好 处 , 它 在 于 可 把 凸 函数 的 概念 推广 到 取 广 义 实 值 (RU 
(十 0)) 的 丽 数 ,对 干 取 广 义 实 值 的 函数 说 ,如 果 仍 用 不 等 式 类 
定义 西 函 数 ,会 遇 到 = -的 不 定 情况 . 而 用 上 图 来 定义 就 小 
这 个 问题 . 
容许 是 函数 取 十 以 后 ,我 们 还 可 让 任何 凸 集 KER 上 的 
由 函数 了 延 拓 为 整个 及 上 的 凸 陋 数 , 即 , 令 
{f(x) 当 rEK _ 
f(7)= i wxEK (2 
由 于 了 了 的 上 图 epij =epif ,所 以 了 也 是 凸 函 数 . 这样 一 来 ,以 户 
我 们 只 起 讨 论 全 空间 RR 上 的 取 广 义 实 值 函 数 . 具体 地 说 ,我 们 
本 以 有 以 下 定义 : 
定义 3 函数 /:R 一 >RU { 土 co) 称 为 R 上 的 凸 函 数 , 是 指 
其 上 图 


epif={(zx,0) ER If (Sa) 
为 凸 集 ， 集合 dom/f=: {XER|/(2)< 00} 
称 为 了 的 有 效 域 . domf/ 取 多 , 且 了 不 取 一 吕 的 凸 函数 称 为 真品 
画 数 . 

其 实 真 正 有 意义 的 凸 函数 只 是 真 凸 函 数 ( 参 看 习题 2). 不 
难看 出 ,对 于 真 凸 函数 来 说 , 它 在 其 有 效 域 中 仍然 满足 凸 性 不 等 
式 (2). 

在 现在 的 止 函 数 的 定义 下 ,我 们 立即 可 得 

命题 2 

1]， 设 f.,iE€E1 都 是 凸 函 数 . 那么 它们 的 上 包 络 (x) 二 
supre1fi(7) 也 是 是 孙 数 . 

2 设 fi,7 二 1,2,…, 都 是 凸 函数 ,入 之 0,i 一 1,，2，…,， 
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那么 
fn)=AN fA f(r tA fr) 
也 是 凸 函 数 . 

这 两 条 性 质 订 看 作 凸 集 性 质 (命题 1. 1) 的 推论 . 但 为 证 明 
性 质 1, 用 凸 函 数 的 上 图 定义 较 方 便 ( 利 用 函数 族 的 上 包 络 的 上 
到 等 于 该 函数 谈 中 所 有 阴 数 的 上 图 的 交 , 见 习题 3) ,而 为 证 明 
性 质 2, 用 下 函数 的 不 等 式 定 义 较 方便 .性质 1 特别 可 以 说 明 仿 
射 函 数 族 ,尤其 是 线性 函数 族 的 上 包 络 是 凸 函 数 . 对 这 后 两 种 汤 
数 族 的 上 包 络 我 们 还 可 得 到 更 确切 的 结论 . 为 此 引入 下 列 定义 : 

定义 3 函数 /:R 一 >RU { 土 *}) 称 为 下 半 连 续 函 数 ,是 指 
其 上 图 epiy 为 闭 集 . 

下 半 连 续 函 数 这 个 名 称 自然 不 是 偶然 的 . 习题 3 指出 它 与 
通常 的 连续 函数 概念 间 的 关系 . 

与 上 面 一 样 , 利 用 函数 族 上 包 络 上 图 与 其 构成 函数 的 上 图 
间 的 关系 ,我 们 立即 可 得 

命题 3 设 f,iE1 都 是 下 半 连 续 函 数 .那么 它们 的 上 包 络 
f(x) 二 supierfi(z) 也 是 下 半 连 续 函 数 . 

推论 ”不 恒 等 于 十 ce 的 仿 射 函 数 族 的 上 包 络 一 定 是 下 半 连 
续 真 凸 函数 ， 

我 们 以 后 将 证 明 这 个 推论 的 逆 也 成 立 (习题 5 是 其 中 的 一 
个 特殊 情形 ). 它 说 明 “ 正 规 ” 的 凸 函数 实际 上 是 相当 简单 的 函 
数 . 


习 是 
1. 证 明 命题 1 中 的 严格 凸 部 分 . 
2. 设 F:R 一 > 及 U{ 士 co } 为 凸 函数 , 且 存 在 xz,ER, 使 得 f(zo) 二 一 o>. 证 
明 : 了 只 可 能 在 其 有 效 域 domy 的 边界 (端点 ) 上 取 有 限 实 值 . 
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3. 设 天:R -一 >RU( 士 co)iET 为 一 族 广义 实 值 函数 . f(z) 一 supiez 广 (z). 
证 明 : 
epif = (epif, 
4. 设 :RR 一 >RU { 土 co) 为 广义 实 值 函 数 . 如 果 在 点 zo€ER 处 ,对 于 任何 
>0, 存 在 3>0,cERUI( 士 =) ,有 
1z 一 zo<6 一 > J(z) 之 扩 zo) 一 8 
那么 称 了 在 zo 处 下 半 连 续 . 证 明 ,epif 为 闭 集 的 充 要 条 和 件 是 在 RR 的 
所 有 点 处 都 下 半 连 续 . 
5. 设 f;R 一 >R 为 凸 函 数 .G 表示 所 有 满足 
VxER glT)Efz) 
的 仿 射 函数 g 全 体 . 证 明 ; 对 于 任何 zE R, 有 f(x) 一 supsecg (zx). 


§ 2. 2 ” 凸 性 不 等 式 


利用 凸 函数 的 不 等 式 定义 和 数 学 归纳 法 ,我 们 立即 可 得 ;如 
果 f: (a,b)——R 为 凸 函 数 ,那么 
YX 9 2 ,TE (ab), 


V ANE[0], ON=1, 

fz 和 rs 二 二 和 Ts) 

CAF FN Tt A Ta) (4) 

对 于 凸 函 数 的 不 等 式 (4) ,通常 称 为 Jensen 不 等 式 .JL. 
W.V.Jensen(1859 一 1925) 是 丹麦 数学 家 . 对 于 止 性 理论 的 形 
成 来 说 ,他 在 本 世纪 初 所 提出 的 这 个 不 等 式 的 作用 可 以 说 仪 次 
于 Minkowski 的 凸 集 承 托 定 理 . 我 们 在 下 面 的 讨论 中 可 以 看 
出 ,初等 数学 中 许多 熟知 的 不 等 式 实际 上 都 是 Jensen 不 等 式 的 
一 种 变形 . 
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为 了 利用 Jensen 不 等 式 , 我 们 首先 要 给 出 凸 沙 数 的 判别 
法 . 一 种 利用 微分 法 的 判别 法 我 们 将 在 下 节 中 给 出 . 下 述 的 判别 
法 也 很 实用 。 
命题 4 设 f: (a,5) 一 ->R 为 连续 函数 .如果 
Yas € asd), /| +t < 二 je 


那么 ff 是 (a,58) 上 的 凸 函数 . 
证 明 我 们 需要 证 明 在 命题 条 件 下 ,(2) 成 立 . 事实 上 ,对 于 
任何 自 然 数 kEN, 对 于 任何 Zis Ta TH 1 (a6), 和 利用 


不 断 地 把 它们 拆 成 两 组 和 (5) 式 ,可 得 下 列 不 等 式 成 立 ， 
| 十 Xz 十 "十 Xa-1 十 Xp 
2 


AC CAC 
< 区 
如 果 在 zz ,zz-1,xz 中 有 mm 个 等 于 zx;, 而 余下 的 2: 一 m 
个 都 等 于 zi ,那么 上 式 又 变 为 
川 G 一 到 )zm 十 台 z| 二 | 1 一 到 | Fr 二 到 Ac (6) 
由 于 任何 (0,1) 中 的 实数 4 都 可 以 表示 为 形 为 m/2 的 数列 的 极 
限 ,考虑 到 /是 连续 函数 ,(6) 即 能 导出 (2)， 口 
有 了 命题 4 后 ,我 们 检验 一 个 函数 是 否 是 凸 函 数 就 方便 得 
多 ,因为 常见 的 初等 函数 总 是 连续 函数 , 下 面 我 们 就 利用 这 点 来 
导出 许多 常用 的 不 等 式 . 
1. 几何 平均 值 不 大 于 算术 平均 值 . 
设 4a>0,a 关 1. 考虑 指数 函数 > 一 ca 那么 容易 看 出 ， 
Vrsrs ER, a™ < 
因此 ,a 是 凸 函数 . 从 而 有 


YXxiyz2 °° TER,Y hh hE DD, N=1, 


(5) 


。7]1.。 


QT tt Aa 十 Aa 二 二 Na (7) 
一 一 和 一/R， al=aa?=ay ,A= aj. 
电 《7) 我 们 立即 得 到 
Varyass a0, Co 

这 就 是 人 们 熟知 的 “几何 平均 值 不 大 于 算术 平均 值 ?定理 

2. 算术 平均 值 不 大 于 平方 平均 值 和 Cauchy-Schrwartz 不 等 
式 ， 

考虑 二 次 函数 y= xz’. 那么 容易 验证 


2 2 2 
YrisTrs ER, [2 < 


因此 ,y==x? 是 凸 函数 . 从 而 


令 入 = 


由. 
Yziz TER, vy AsAe' AECO,1), 之 一 1， 
Qizit hrst NAN 8) 
在 (8) 中 令 为 一 % 一 … 一 一 1/4, 即 得 
tet ta 


3 十 束 十 十 十 2 中 (9) 
这 就 是 “算术 平均 值 不 大 于 平方 平均 值 ”. 在 (8) 中 令 


ai=z /bb >0, 和 一 好 /好 
1 一 1 2， 
3 


那么 可 得 (Dab) < [20) | 2 2) 

址 Dab<( De) DA)” Q0) 

(10) 就 是 著名 的 Cauchy-Sechwartz 不 等 式 . 这 里 的 证 明 虽 然 要 

求 6 之 0,1 二 1,2,…,k, 但 这 一 条 件 显然 是 不 必要 的 . 从 而 ,采用 

上 一 章 中 的 符号 , 令 C 一 (alyaz 0" 0 一 (天 多 ) 由 此 
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可 得 
(asb) ladlel 
它 正 是 $1.7 中 提 到 的 Cauchy-Schwartz 不 等 式 . 
更 一 般 地 在 (8) 中 对 如 >1 令 


k 
zi=a/b1-!, b>0, N= /D671, 
i=1 
1=1,2,"" ,kh， 
那么 我 们 还 能 得 到 更 一 般 的 Cauchy-Halder 不 等 式 : 
二 kk 和 
>， 6 过 f 1/p B/D Cp—D/p 
Das< (Da) (Die) 


3. 一 般 的 平均 信 定 理 . 
如 同 在 例 2 中 那样 ,如 果 我 们 能 够 对 于 p 之 1 证 明 


CI 十 Cg .af 二 as 
vy CQ1 a2 EER, 多 9 To 


之 

那么 我 们 同样 可 以 有 
和 十 4s 十 … 十 a4 
天 SS 


(11) 


Up 


af 十 a 十 "… 十 af 
k 


它 可 以 称 为 :算术 平均 不 大 于 pC(p 之 1) 次 平均 .但 是 (11) 的 初等 
证 明 并 不 很 容易 . 我 们 将 在 下 节 指 出 ,用 微分 法 证 明 函 数 y= x? 
(p 之 1) 的 是 性 是 很 简单 的 . 

几何 平均 ,算术 平均 ,平方 平均 ,以 至 一 般 的 p 次 平均 的 概 
念 还 能 推广 到 对 一 般 的 连续 严格 单调 函数 的 平均 的 概念 . 设 
Ri 一 有 为 连续 严格 单调 函数 ,这 里 
R( 有 :二 {y€E Ri 3 zER rz) 一 y) 为 了 的 值 域 . 由 连续 孙 数 
一 定 把 区 间 变 成 区 间 ,R( 记 一定 是 区 间 . 因为 了 是 连续 严格 单 
调 函 数 ,所 以 f 的 反 函 数 广 !;R( 有 一 >R+ 一 定 存 在 ,并 且 也 是 
连续 严格 单调 函数 , 例如 , 当 了 (zx)=x?* 时 , /"' (zx) 二 zx?; 当 

。73 。 


f(z)==logszx 时 ,fT1(x) 二 a’ 等 等 . 
定义 4 设 a1,as,…,arE Ri,/ :Ri 一 >R 为 连续 严格 单调 
函数 , 广 ' 为 其 反 函数 . 定义 
Mi(aiyasy yar) :=f"! 人 2 二 1 二 一 十 7) 


(12) 
它 称 为 CC19C29 ”93CA 的 广 平均 . 
不 难看 出 ,算术 平均 就 是 f(x) 一 zx 时 的 f- 平 均 ;p 次 平均 
是 f(z)==x?* 时 的 -平均 ;几何 平均 则 是 f(x) = 二 logz 或 f(x) 
二 log (1/z) 时 的 广 平均 . f(z)=1/z 时 的 广 平均 称 为 调和 平 
均 . 后 两 者 也 是 对 于 递减 函数 的 平均 的 例子 . 
有 了 一 般 的 广 平 均 概 念 以 后 ,前面 讨 论 的 问题 现在 可 以 一 
般 化 为 :对 于 两 个 严格 单调 函数 上 和 & ,什么 条 件 下 总 有 Mass 
M/? 
定理 1 设 f,g 为 两 个 Ri 上 的 连续 严格 单调 函数 , 且 f 递 
增 ( 减 ), 而 8 的 值 域 Rig)=Ri. 那么 对 于 任何 Ciy QQ 
Ri 总 有 
Mi(aisa2r sae) SMa as" a4) (13) 
的 充 要 条 件 为 /。 g :在 太 上 为 凸 画 数 , 这 里 f。g 表示 下 与 
g :的 复合 函数 . 如 果 不 等 式 (13) 中 的 不 等 号 反 向 ,那么 充 要 条 
件 中 的 “ 凸 ”要 改 为 “ 町 ”. 
证 明 设 f。g :为 Ri 上 的 是 函数 , 且 了 递增 ,其 它 情 形 都 
可 类 推 . 那么 对 于 任何 a1,as，… ,ar€ Ri, 有 


于 3 
o rr 一 1 Sp 一 1 。 
f°g (Dat)<Ar g (ai)/k (14) 
令 bi=g (a), i=1,2,.",k. (15) 


因为 f 是 递增 的 ,所 以 对 (14) 的 两 端 取 反 函 数 , 不 等 式 保 持 . 因 
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此 ,由 (14) 和 (15) 可 得 


站 Sa <r Ap (16) 


考虑 到 8 实际 上 建立 了 让 到 尺 的 一 一 对 应 , 因此 , (16) 可 导出 
对 于 任何 63 ,B62,… ,bE RY, 有 M,Cb,bs yb) SM(b ,bs 
bi). 

定理 的 道 命 题 部 分 和 其 它 部 分 留 给 读者 作为 练习 . 口 

我 们 可 以 看 出 ,前面 的 有 关 平 均值 的 结果 都 是 这 条 定理 的 
特例 , 即 ,“ 几 何平 均值 不 大 于 算术 平均 值 ” 可 由 取 f(x)==logx 
和 g(x) 二 zz 而 得 ; “算术 平 均值 不 大 于 平方 平均 值 ”* 可 由 取 
f(x) 二 x? 和 g(x) 二 xz 而 得 . 用 类 似 的 方法 ,我 们 还 可 以 导 得 : 
对 于 p> 之 q>0, 有 


k 到 
( > ar2/t “< 2 Saas yar) 
i=1 


<[ Da “< > 8 
此 外 ， 我 们 显然 还 可 把 这 里 的 结果 再 进 一 步 推广 到 如 下 的 “ 广 加 
权 平 均 ” 情 形 ， 
Maiya2y "a8): =f Mf (as) 
二 和 fla) ttf Ca)), 
其 中 和 Ny 和 yn 和 ERi, 且 二 1. 


习 题 
1. 证 明 ,y 二 一 sinz 在 (0;zx) 中 是 止 函 数 ,并 由 此 导出 
vy ZirTa TE (0 TR), 
ort los tt nnn | tt 


特别 是 ,对 于 三 角形 的 三 个 内 角 a,B,Y 有 


sinat sinB+ sinY ~- ,sin 也 十 Sin 十 sin 了 < 3 


2 2 
,证明 ,y 一 log(1/sinz) 为 (0 上 的 西 函数 ,并 由 此 导出 


VY Ta TE (0,A), 


m2 


1 ; ; 一 吕 十 .Ta 十 十 2 
SInZ1SInZo Sn SStn 一 一 一 一 一 一 一 一 


党 别 征 ,如 果 a,B,Y 为 三 角形 的 三 个 内 角 , 那 么 有 


33 a BB, yl 
sinasinBsinY<< 8 sin Fsin -gsin 访 了 


.证 明 , 对 于 任何 ae>0,z=1,2,…, 开 和 连续 严格 单调 丽 数 f:R: 一 ->R. 
总 有 


[Se 


minta} Ma a) Emax {a;} 


» 设 palyaay 42) 为 a; 记 0,1 二 1,2,… ,此 的 p 次 平均 . 证 有 明 : 


(a) limAy(aiya2 a0) = a02as) 
p00 


> 


(b) lim Ay(aiya2s sas) =max{a}; 
pt : 


(c) lim A,(lai1yas a) =min{ai). 
pe i 


§ 2.3 ” 凸 函数 的 导数 性 质 


在 这 一 节 中 我 们 要 讨论 是 函数 的 导数 性 质 . 对 此 ,我 们 将 需 
要 用 一 些 最 简单 的 微分 学 知识 . 

定义 5 设 f:(a,5) 一 ->R 为 实 值 函数 .xz,E€ (Ca,5). 如果 对 
于 xzE(a,b); 有 zx 之 zo(zx 达 zo) ,那么 (f(x) 一 f(zo)/ (zx 一 xo) 称 
为 自 变量 差分 为 |z 一 zo| 时 的 了 了 的 右 ( 左 ) 差 商 . 如 果 当 zx 之 zo,x 
一 zo 时 ,了 的 右 差 商 有 极限 ,那么 称 f 在 ze 处 有 右 导数 . 它 记 作 


. (7)— f(zo) 
f' + (0: =—lim OT 
了 > 了 0 


类 似 地 也 可 定义 在 zo 处 的 左 导数 . 它 记 作 
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(17) 


f(T)~— f(xo) 


六 《zol 一 lm 9 
zo i 


如 果 了 在 xo 处 的 左 、 右 导数 都 存在 且 相 等 , 闭 么 称 了 在 zz 处 的 
阶 ) 导 数 存 在 . 它 记 作 f(xo} 二 1 (xn) 二 f(xo). 如 是 了 了 
在 (a, 纪 上 处 处 有 导数 ,那么 称 了 为 (oa,o) 上 的 可 导 函 数 (或 可 微 
消 数 ). (a,6; 上 的 可 导 晴 数 了 在 各 点 上 的 导数 构成 的 函数 称 为 
的 导 函 数 . 导 苞 数 在 各 点 上 的 导数 称 为 了 在 对 应 点 上 的 二 阶 
导数 . 了 在 ze 处 的 二 阶 导 数 记 作 了 Gx). 
不 礁 看 出 ,如 果 函 数 /在 x。 处 的 左 、 右 导数 都 存 存 ,那么 j 
也 在 ze 处 连续 . 
命题 5 ff 为 (a,68) 上 的 屿 函数 等 价 于 下 列 条 件 中 的 任何 … 
个 : 
1) YYzZE(ap) Xo > XoE Xi ,Xi), 
fx) f(r) Fx) f(r) 
一 并 0 Xs— Xo 
即 对 于 任何 zo€ (a;, 妇 来 说 ,了 在 x。 处 的 左 差 商 不 大 于 有 
差 商 . 
ii) VY zsT€E (ab) ,rr ToE rr), 
fz) Tf HD) Fr) fn) 


Xr Ti 0 一 .1 


由 对 于 任何 zx,€ (a,5),f 在 x; 处 的 右 差 商 当 自 变量 差分 
减 小 时 不 增 . 
111) vy XisXsE (ay ze xzoG(Cziyzz)， 
fz) fr) fr) f(z) 
XI— Xe 0 -一 并 2 
即 对 于 任何 x;€ (ap) ,在 za 处 的 左 差 商 当 自 变量 差分 
碱 小 时 不 减 


ea 77T， 


全 f(D ,yw 对 = 和 对 y 都 是 不 减 函数 


证 明 设 zo=(1 一 M)zi 十 XzzXE (0,1), 那 么 让 等 价 于 


fx) fro) f(x)— fro) 
ACzi—Z2) (lA) (XO— £1) 


1v) 


即 

f= (1—Nrthr) Ed— NF) +NA x) 
iD . 道 ) 的 证 明 类 似 . iv) 不 过 是 说 - 放 ) 的 一 种 统一 的 说 法 . [|] 
上 述 命题 的 几何 意义 可 从 下 列 图 21 中 看 出 . 


YX 


YX2) -TD 
斜率 为 一 Te 
A x1) 
fxo) 
f(x ffxo! 


锋 沼 为 一 一 一 


Xl Xo 


图 21 凸 函数 整 商 的 性 质 


命题 6 设 f 为 (a,6) 上 的 吓 函 数 .那么 在 (a,5) 上 处 处 左右 
可 导 , 从 而 处 处 连续 . 同时 ,其 左 、 有 有 导数 7 -、f 了 + 满足 : 
vy TisT2E (Cab) Xies 
所 _(CzD 委 万 < A _(za)Ef 十 (x2) 


(19) 
证 明 事实 上 由 命题 5 之 iv) 可 知 , 当 工人 Ts 一 1 时 ,有 
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f(x)— —f (x2) 


XxXz 


Af’ + Co) lim 


这 


f 42)— 一 了 (za) 、 AC a 一 (zi) 


ji TXT» ;一 1 


即 f' ; (zz) 作 为 单调 有 界 函 数 的 极限 而 存在 . 由 zs 的 任意 性 ， 
从 而 万 于 在 (a ,b) 上 处 处 存在 . 同样 , 当 TX 时 ,有 
fz) -fri) 


一 1 


A (x1) = lim 
XI 
zz 


一 sup fz)— fr) AC hhc 


< 并 一 1 Xs— Tl 
也 可 得 广 在 l(a,6) 上 处 处 存在 . 绷 由 上 述 命题 的 iv) 可 得 (19) 成 
立 . 加 
命题 6 实际 上 也 是 了 在 (a, 纪 上 为 凸 函数 的 充分 必要 茶 件 ， 
但 其 充分 性 的 证 明 有 点 难 ( 参 看 习题 1 一 3) ,我 们 只 指出 下 列 较 
弱 的 结果 . 
定理 2 设 f 为 (a,6) 上 的 可 导 孔 数 .那么 为 (a,58) 上 的 
凸 函 数 的 充 要 条 件 为 其 导 函 数 f' 在 (a,5) 上 不 减 . 特别 是 , 当 f 
二 阶 可 导 时 ,了 为 (a,5) 上 的 是 函数 的 充 要 条 件 为 其 二 阶 导数 
疡 (zx) 之 0 在 (a,b) 上 总 成 立 . 
证 明 必要 性 是 命题 6 的 结果 . 反之 ,由 中 值 定理 可 得 
VY zi XaE Cas 6), TILras VY XE xi, Ts) 
3 EE xT), EE (rx2), 
12/ 六 人)， 一 f' (&,) 
由 假设 户 Cs)< 广 (名 ). 再 由 命题 5 之 iD) ,是 凸 函数 . | 
定理 2 给 出 一 条 很 简单 的 可 导 函 数 ( 尤 其 是 二 阶 可 导 函 数 》 
的 凸 性 判别 法 . 例如 ,对 于 函数 y= 二 x”. 我 们 知道 它 的 一 阶 导 数 
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为 y' 二 px ,二 阶 导数 为 y =p(p 一 1)zx* 7. 由 定理 2 立即 可 
得 : 当 p 之 1 时 ,zx* 是 Ri 上 的 是 函数 ;而 当 p 二 1 时 ,x? 是 Ri 上 
的 止 函数 . 又 如 ,对 于 可 定义 在 (0,x) 上 的 函数 y=log (1 /sinzx). 
其 一 阶 导数 为 y' 二 一 ctgzx, 其 二 阶 导 数 为 w=1/sin?x. 因此 ,y 
二 log (1/sinx) 为 (0,x) 上 的 凸 函数 . 

下 面 我 们 指出 ,对 于 凸 函数 的 在 一 点 上 的 左 . 右 导数 所 形成 
的 闭 区 间 有 一 个 有 趣 性 质 . 

命题 7 设 j 为 (ap) 上 的 凸 范 数 . roE (a,5). 那么 a€ 
[fF'_ (zo) ,了 ' 4 (zo)j 的 充 要 条 件 为 

VY XE lab), fr)— fxo)a(z— ro) 

证 明 设 aE[LfF (zo), 了 + (zo)J. 则 由 命题 6 可 得 , 当 xx 

ze 时 有 


二 > pr) > 


当 z<n 时 有 -fe 
反之 , 设 f 满 足 命题 中 的 不 等 式 . 则 同样 由 命题 6 可 得 
f (0) fe 


f' + (zo) 一 inf 
zx> 0 


一 Xo 
>7 -Cs 天 二 和 口 
推论 设 f 为 (a,56) 上 的 凸 函数 ,那么 f 在 zo€E 《a,b6) 上 达 


到 最 小 值 的 充 要 条 件 为 
0ELP (zy Fi Crxo))] 
学 过 一 点 微分 学 的 读者 都 知道 ,如果 一 个 (ae,b) 上 的 可 寻 函 
数 了 在 点 zo€ (e,0) 一 个 邻 域内 达到 该 邻 域 中 的 最 大 值 或 最 小 
值 ,那么 必定 有 户 (zo)=0. 换 句 话 说 ,f' (zo) 二 0. 为 在 zx。 处 
达到 局 部 极 值 的 必要 条 件 . 而 命题 7 及 其 推论 告诉 我 们 ,对 于 本 
。 80°。 


函数 ,即使 是 对 于 不 是 处 处 可 导 的 凸 函 数 来 说 ,我 们 能 有 强 得 : 
的 结果 ; 即 :一 点 上 的 导数 为 零 ,或 者 更 一 般 的 左 . 右 导 数 区 间 所 
含 零 是 是 函数 在 该 点 上 达到 整体 最 小 值 的 充 要 条 件 . 由 此 尤其 
是 可 以 导 得 : 开 区 间 上 的 非常 数 可 导 西 函数 不 可 能 有 局 部 最 大 
值 . 这 一 结论 也 容易 对 一 般 的 凸 函 数 来 证 明 ( 习 题 5). 

由 于 凸 函数 的 左 、 右 导数 区 间 的 重要 性 ,我 们 给 出 下 列 定 
叉 : 

定义 6 设 7 了 为 Ca,0) 上 的 凸 函数 . 记 
af (zx)={aERIY yE (a,b), f(y)— f(r)>a(y—7r))} 
=[f' (zx) ,f(r)] 

它 称 为 f 在 zx 上 的 次 微分 . 

ar 不 一 定 是 一 个 单 值 函 数 ,而 是 每 个 z 对 应 RR 的 一 个 集 
合 . 这 种 类 型 的 对 应 称 为 集 值 映射 . f 的 可 导 点 就 对 应 次 微分 退 
化 为 单 点 集 的 点 . 一 般 则 有 af(z) 是 了 的 上 图 epif 在 点 (z， 
f(z)) 处 的 承 托 直 线 的 斜率 全 体 . 这 里 承 托 直线 代替 了 可 导 情 
形 的 切线 ， 

次 微分 是 本 世纪 60 年 代 中 才 出 现 的 一 个 新 概念 . 它 及 其 有 
关 研 究 的 出 现 标 志 着 一 个 新 的 数学 分 支 一 一 凸 分 析 的 形成 . 凸 
分 析 利 用 凸 性 理论 来 处 理 一 些 在 运筹 学 ,控制 论 . 数 理 经 济 学 等 
学 科 中 出 现 的 不 可 导 函 数 的 最 优化 问题 ,相当 有 成 效 . 到 了 70 
年 代 , 为 了 扩大 凸 分 析 的 研究 范围 , 凸 分 析 又 被 发 展 为 非 凸 分 
析 . 后 来 人 们 又 把 它们 统称 为 非 光滑 分 析 . 最 近 , 这 方面 的 专家 
们 又 倾向 于 把 这 个 新 分 支 称 为 集 值 分 析 , 因 为 他 们 认为 该 分 支 
的 与 以 往 的 数学 的 本 质 不 同 在 于 :要 对 次 微分 那样 的 集 值 映 身 
给 出 如 经 典 的 数学 分 析 那 样 的 深刻 描述 , 集 值 分 析 这 一 名 称 在 
文献 上 出 现 至 今 还 不 到 5 年 . 它 将 是 有 待人 们 去 进一步 开拓 的 
一 片 数学 新 天 地 ， 

。8]。 


最 后 ,我 们 利用 函数 的 导数 来 讨论 上 节 中 的 三 平均 问题 . 
我 们 有 如 下 一 般 的 定理 : 
定理 3 设 f 和 g 都 是 Ri 上 的 二 阶 可 导 沙 数 ,上 且 它们 的 -- 
阶 导 函数 f' 和 g' 恒 大 于 零 以 及 g 的 值 域 是 Ri. 那么 ,对 于 任 
何 a1,as，…,aiE Ri, 都 有 
M,(aisa29 "aRM(a a sa) 


的 充 要 条 件 为 Y XER; ,< (20) 
证 明 ”因为 疡 和 8 恒 大 于 零 , 所 以 它们 都 一 定 是 严格 递 
增 函 数 , 从 而 都 符合 可 求 平均 的 函数 条 件 . 再 由 定理 1, 问题 归 
结 为 (20) 等 价 于 下 王 /。 sg- 是 Ri 上 的 凸 函 数 . 而 由 定理 2, 它 
又 等 价 于 
VY yER*,F'(y)= 二 (f。g 1!)'(y) 不 碱 . (21) 
令 y= 二 g(z). 利用 复合 函数 和 反 函 数 的 求 导 法 则 ,我们 知道 ， 
F'(y A OV dr Ad dr f(z) 
dx dy dz dy g'(x) 


由 于 g 建立 了 Ri 与 Ri 之 间 的 连续 递增 的 一 一 对 应 ,下 (y) 对 
于 y 二 g(z) 不 碱 等 价 于 广 (z)/g'(z) 对 于 之 不 碱 . 而 后 者 又 等 
价 于 了 /g' 的 导数 ( 产 /g')'(z) 之 0, 即 


V rER:, £| (0) DE 08 TT C7) 0 
8 ECZ) 
(22) 
显然 ,(22) 等 价 于 (20). 口 


这 条 定理 对 于 没有 学 过 微分 学 的 读者 会 感到 困难 . 而 对 于 
学 过 微分 学 的 读者 则 会 发 现 证 明 中 颇 有 一 番 巧 思 . 它 对 于 体会 
求 函数 的 导数 运算 法 则 以 及 函数 的 增 减 与 函数 的 导数 间 的 关系 
很 有 好 处 . 
有 了 这 条 定理 后 ,我 们 来 比较 两 种 不 同 的 函数 平均 就 变 得 
。 82. 


十 分 容易 . 例如 ,对 于 函数 y 一 7z*，y"/y' 二 (p 一 1)/z. 它 显然 随 
着 pER 的 递增 而 递增 . 从 而 对 应 的 Ms 也 随 着 p( 可 以 是 负 的 ) 
的 增加 而 增加 . 又 如 ,对 应 几何 平均 的 函数 是 y 一 logz. 对 于 它 
的 yy = 一 1/z. 恰 好 相当 于 对 于 zz 的 如 =0 的 情况 . 这 样 ,在 
上 节 末 导 得 的 关于 平均 值 的 不 等 式 可 由 定理 3 立即 得 到 、 

定理 3 在 数学 界 似乎 并 不 为 人 们 所 熟知 , 但 是 用 y/y 来 
作为 对 一 个 函数 的 平均 值 的 某 种 度量 在 数理 经 济 学 界 却 是 经 典 
的 . 这 就 是 所 谓 ArrowD-Pratt 风险 厌恶 度量 . 不 过 在 经 济 学 讨 
论 中 所 涉及 的 通常 是 一 个 称 为 期 望 效用 函数 的 严格 递增 的 二 次 
可 导 四 函数 ==u(Cx). 从 而 用 7r。: = 一 w*/wu' 之 0 来 刻 划 它 更 好 . 
后 者 就 是 Arrow-Pratt 风险 厌恶 度量 . 

期 望 效 用 函数 是 用 来 描述 人 们 在 有 风险 的 环境 下 的 经 济 行 
为 的 量 . 假设 自 变量 x 是 经 济 活动 者 获 利 的 大 小 . 一 种 理论 认 
为 ,在 有 风险 的 情况 下 ,人 们 并 不 单纯 追求 z 的 最 大 ,而 是 追求 
一 -个 与 他 的 主观 判断 有 关 的 期 望 效用 函数 一 x(zx) 的 最 大 来 决 
策 的 . 这 个 函数 有 这 样 的 特点 :如果 有 一 个 随机 事件 使 获 利 zi 
和 获 利 为 x; 发 生 的 概率 各 为 1/2, 那 么 对 于 这 个 随机 事件 的 期 
望 效用 为 (u(xzi) 十 w(xzs))/2. 对 于 某 人 来 说 ,如 果 其 Arrow- 
Pratt 风险 厌恶 度量 x 为 零 , 则 其 期 望 效 用 函数 应 该 是 仿 射 函 
数 z(z) 一 az 十 B. 从 而 有 

| 
2 2 

如 果 7, 之 0, 根 据 定理 3 的 讨论 , 则 我 们 有 
Dt 2 < 


(23) 


ui 


人 D Kenneth J. Arrow,(1921 一 ”), 美 国 经 济 学 家 ,1972 年 诺 贝 尔 经 济 学 奖金 
获得 者 . 
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而 当 ,0 时 不 等 号 转向 ,这 里 相当 于 对 丽 数 的 四 抽 的 凤 

x 一 0 的 经 济 活动 者 称 为 对 风险 无 所 谓 者 ,因为 由 (235) 可 
并 ,此 人 对 该 随机 事件 的 态度 与 对 待 获 得 期 望 值 (平均 值 ) 的 确 
去 事件 的 态度 一 样 .7 二 0 的 经 济 活动 者 称 为 对 风险 惧怕 者 . 因 
为 由 (24) 可 知 ,此 人 对 该 随机 事件 的 态度 不 如 对 获得 期 望 值 的 
确定 事件 的 态度 好 ;这 也 可 理解 为 他 实际 上 把 该 随机 事件 看 作 
获 利 少 的 可 能 更 大 些 . 7 <-0 的 经 济 活动 者 则 称 为 对 风险 爱好 
者 , 即 他 更 偏向 于 获 利 多 的 可 能 . 总 的 来 说 Arrow-Praat 风险 厌 
恶 度量 就 成 为 人 们 对 风险 厌恶 程度 的 刻 划 . 

虽然 Arrow-Pratt 风险 厌恶 度量 已 为 数理 经 济 学 家 所 熟 
知 , 有 趣 的 是 他 们 似乎 不 太 知道 我 们 这 里 的 定理 3, 而 常常 去 寻 
求 复杂 得 多 的 经 济 学 解释 ， 


习 题 
, 设 f: (4a,6) 一 >R 连续 , 且 在 (a,5) 上 处 处 有 右 导 数 fi (zx) 之 0. 证明, 了 
在 ta;,5) 上 递增 ， 
. 没 /: (a,0)-- 一 xR 连续 , 且 在 (4a,58) 上 处 处 有 右 导 数 广 . 证 明 ， 
YY crsE tu.b) ep fe) 
. 设 f: (a,6) 一 -»>R 连续 , 且 其 左右 导数 处 处 存在 . 证明 ,如 果 
¥ Tir EE (a.b) TeX1s 
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f° DF < Ef 4) 
那么 了 为 Ca, 的 上 的 凸 函 数 . 
.验证 下 列 函 数 是 及 上 的 止 函 数 , 并 求 出 其 各 点 上 的 次 微分 ， 
Ca) xz2 十 zj 十 1 
人 lzl’*/p,p>1; 
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(c) | zj 十 zals 

(0) | xl—1!. 

发 了 :ap 一 > 轨 为 (上 的 目 函 数 , 且 它 在 zc€ (Ca 人 处 达到 最 大 
值 . 证 明 , 了 在 ta, 相 上 是 常数 . 


1 


6. 设 和 8&8 为 两 个 RI 上 的 王 阶 丁 导 并 数 , 且 它 得 的 -一 阶 导 数 恒 不 为 鹤 . 
注 明 ,如 沫 
YER 大 区 人 (2 ， 


那么 在 人 在 常数 av, 使 得 大 ag 十 及 


$2.4” 凸 函 数 的 次 微分 和 共 思 函数 


我 们 在 上 节 中 讨论 的 凸 函数 的 性 质 都 是 对 开 区 间 上 的 实 值 
凸 函 数 而 言 的 , 现在 我 们 要 在 此 基础 上 对 -一般 的 全 空间 尺 上 的 
取 广 义 实 值 的 凸 函 数 来 进行 讨论 . 首先 我 们 可 以 注意 到 ,命题 6 
现在 可 以 改 述 为 

命题 6 设 /: R -一 RE 为 真 凸 函 数 . 那么 ”在 其 
有 效 域 的 内 部 int domf 处 处 左右 可 导 , 从 而 处 处 连续 , 同时 ,其 
左 、 右 导数 f、 广 满足 : 

VY Xr Eint domf, Lr: 


( 一 
(7 )< 所 x) < < fA’ (za) f(r) C25) 


我 们 不 能 把 这 里 的 int dom/ 代替 为 dom. 这 是 因为 在 有 
效 域 的 边界 点 上 ,在 其 一 边 取 有 限 值 ,而 在 其 另 一 边 则 耶 无 限 
值 ,所 以 在 这 样 的 点 上 不 可 能 是 连续 的 . 然而 ,我 们 能 否 肯 定 ,在 
有 效 域 的 边界 点 上 , 它 有 左 导 数 或 右 导数 呢 ? -- 般 来 说 ,这 也 是 
不 成 立 的 . 例如 ， 


0 1z1<1 
f(x)=31 Iz|=1 (26) 


十 ce |zx|>1 
是 一 个 真 凸 函数 . 但 它 在 其 有 效 域 的 边界 上 的 函数 值 有 一 个 跳 
路, 从 而 不 可 能 有 左 或 右 导 数 ， 

这 样 一 来 ,对 于 一 般 的 R 上 的 真是 函数 ,我 们 不 能 再 用 定 
义 6 的 后 半 部 分 来 定义 次 微分 ,而 只 能 把 前 半 部 分 推广 如 下 : 

定义 6 设 f:R-- 一 >RU {十 吕 } 为 任意 广义 实 值 函 数 . 记 

af (x)= {a0€ERIYV yER, f(y)— f(r)>a(y— zx)} (27) 
它 称 为 在 x 上 的 次 微分 .如 果 f 在 zoER 处 有 9f(zxo) 关 作 ， 
那么 ze 称 为 了 的 次 可 微 点 . 

在 这 个 定义 中 ,次 微分 虽然 不 再 被 定义 为 一 个 闭 区 间 ,但 它 
显然 是 一 个 闭 凸 集 , 从 而 仍然 是 一 个 闭 区 间 . 不 过 ,在 目前 的 情 
况 下 ,这 个 区 间 不 一 定 再 是 有 限 的 , 有 时 它 可 能 是 无 限 的 . 例如 ， 
对 于 函数 

1° ZX 守 0 
\ 


f(x):= 
十 co XO 

容易 验证 ,3f (0) 二 (一 00,0]. 

我 们 还 可 以 注意 到 ,这 个 定义 不 但 已 失去 了 微分 学 的 色彩 ， 
而 且 可 以 适用 于 任意 的 不 取 一 < 的 广义 实 值 函 数 , 在 这 种 情况 
下 ,命题 7 的 推论 的 -- 般 化 ; 

在 xoER 处 达到 最 小 值 等 价 了 于 0E9f (x6) 
变 成 了 理所当然 的 事 . 

由 定义 6 可知, 如果 /不 恒 为 二 2, 那么 当 xzo) 一 十 ce 
时 ,必定 有 af(zo) 一 亿 . 因此 ,如 果 z。 为 了 的 次 可 微 点 ,那么 了 
在 xs 处 的 值 一 定 有 限 , 即 xo€E domf. 然而 ,是 否 dom 中 的 点 
都 是 次 可 微 点 呢 ? 我 们 下 面 就 来 讨论 这 个 问题 . 

我 们 已 经 知道 , 当 /是 真 凸 函数 时 ,了 的 有 效 域内 部 
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int domf 中 的 点 都 是 次 可 微 点 . 其 次 微分 就 是 了 在 该 点 上 的 左 、 
右 导 数 区 间 . 问题 在 于 有 效 域 的 边界 点 . 为 此 ,我 们 再 来 考察 一 
下 次 微分 的 几何 意义 . 事实 上 ,从 几何 上 来 看 ,定义 6' 说 明 ,a€ 
ar(zro) 是 指 函数 了 的 图 象 始终 在 仿 射 函 数 g(x)==a(x 一 zo) 十 
(xzo) 的 图 象 之 上 ,并 且 它 们 相交 于 点 Czo,/zo)) 处 . 换 句 话说 ， 
作为 仿 射 函 数 g 的 图 象 的 直线 是 了 的 上 图 epif 的 承 托 直 线 ( 如 
图 22). 而 次 微分 中 的 元 素 就 是 这 条 直线 的 斜率 .但 为 了 使 这 
条 直线 有 斜率 可 言 , 它 不 能 是 答 直 的 . 
因此 ,虽然 真是 函数 f 
的 上 图 epif 总 是 山 集 ,f 的 4 
图 象 上 的 点 总 是 epif 的 边 
界 点 ,从 而 由 凸 集 承 托 定理 ， 
epi 在 了 的 图 象 上 的 任何 
点 上 总 有 承 托 直线 ,但 是 这 
条 直线 却 有 可 能 是 垂直 的 . 
函数 (26) 就 是 这 样 的 例子 . 
它 在 其 图 象 上 有 一 条 垂直 承 ” 0。 
托 直线 . 对 于 非 凸 函数 则 连 
前 一 结论 也 不 一 定 有 . 由 此 图 22 ”上册 函数 的 次 微分 
也 可 以 看 出 ,次 微分 这 个 概念 实际 上 仅 对 真 凸 函 数 才 较 有 意义 . 
与 次 微分 概念 紧密 相连 的 是 共 罗 函数 的 概念 . 
定义 7 设 f:R-->RU (十 0 为 任意 函数 . domf/ : = {x 
ER|f(z) 过 十 co}. 定义 / : 民 - 一 > 玉昌 (十 co) 为 


{ros f(x0)) 


yalx- Xx- fxo! 


f° (p):=sup(pr— f(r)} (29) 
PpER 
它 称 为 f 的 共 亏 函数 . 又 定义 
f° "(x) :=suplpr™— 请 (p)} {301 
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它 称 为 了 的 二 次 共 印 函数 . 

作为 p 的 函数 ,pz 一 了 f(z) 是 仿 射 函数 . 因此 ,由 命题 3 的 推 
论 , 作 为 p 的 仿 射 函 数 的 上 包 络 、 且 不 可 能 恒 为 十 oo( 为 什么 ?) 
的 f° 一 定 是 下 半 连 续 真 凸 函数 . 同样 ,f** 也 一 定 是 下 半 连 续 
真 凸 函 数 ， 

由 共 轿 函数 的 定义 (29) 立 即 可 得 显然 的 不 等 式 

VY rpER,f(r)+f’ (p)pr {31) 

这 个 不 等 式 常 被 称 为 Young 不 等 式 , 因 为 英国 数学 家 W. 
H. Young(1863- 一 1942) 以 前 发 现 的 一 系列 不 等 式 都 可 归结 为 

此 外 ,我 们 由 Young 不 等 式 还 可 得 到 

vy TER, fr) >sup{pr ft (p= "(zr) 《32 ) 

共 轿 函数 的 概念 可 以 追溯 到 前 ~- 世纪 的 法 国 数 学 家 A. M, Le- 
gendre(1752 一 1833) 的 力学 研究 . 在 今天 的 分 析 力 学 教科 书 中 ， 
我 们 仍 可 看 到 把 速度 转换 为 动量 的 变换 称 为 Legendre 变换 其 
实 那 就 是 --- 种 把 了 变 为 / “的 变换 , 后 来 又 不 断 有 一 些 数 学 家 运 
用 类 似 的 观念 .最 后 ,到 了 1949 年 , 共 斩 函数 的 概念 才 在 丹麦 数 
学 家 WW.Fenchel 的 论文 中 正式 形 或 . 

我 们 不 准备 说 明 闪 辑 函 数 在 力学 上 的 意义 . 因为 那 公 涉 过 
尘 多 的 力学 知识 , 但 是 我 们 可 以 对 共 斩 丽 数 给 出 其 经 济 学 解释 
这 种 解释 较 容 易 理 解 . 

经 济 解释 之 一 ” 设 为 生产 的 产 出 量 . 5 为 产 出 的 价 检 
六 是 产 出 为 了 时 所 需 的 成 本 . 那么 ,就 是 卖 出 工时 所 但 的 
收入 (产值 ).p 一 了 (zx) 就 是 企业 持 产 销售 后 所 得 的 利润 前 
fp sup {px 一 六 7) 就 是 在 产 出 丛 格 廊 于 可 能 有 的 最 下 
利润 . 可 
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经 济 解释 之 二 设 z 为 生产 的 投入 量 , 为 投入 价格 ， 
f(z) 是 投入 为 x 时 的 产值 (生产 函数 ). 那么 (x) 一 px 是 产 出 
价格 为 p 时 的 利润. 8(p) 一 sup{f (zx) 一 px} 是 投入 价格 为 时 
的 最 大 利润 . 而 

(~—f)" (~p)=sup{— pr (f(r)}=g(p) 
它 也 可 表达 为 共 斩 函数 的 形式 ， 吕 ] 

这 两 个 例子 都 说 明 共 轿 函 数 的 概念 是 很 有 用 的 . 尤其 是 我 
们 下 面 将 证 明 : 当 f 为 下 半 连 续 的 真 凸 函数 时 ,有 7 一 广 .从 
而 使 共 轿 函数 的 概念 更 使 人 值得 玩味 . 联系 上 面 两 个 例子 ,我 们 
可 以 说 ,在 一 定 的 条 件 下 ,成 本 和 利润 . 产 出 和 利润 之 间 都 有 - ， 
种 对 偶 关 系 . 

下 面 我 们 对 一 些 具体 的 函数 来 求 出 它们 的 苍 函数 ,并 写 
出 其 有 关 的 Young 不 等 式 . 

例 1 f(z)=az 十 B,a 冯 0. 则 
Op oar Bel 2 
ff’*(p) sup {pr oz B} | pa 

三 Cr)—sup (pe—f* (pp)}= artB 
相应 的 Young 不 等 式 当 p 一 a 时 为 恒等式 x7 二 ar; 当 2 关 时 
是 无 意义 的 十 ‘这 pr. 
例 2 f(x) 二 x 刚 


f° (psupipr 一 = } 2 
th Ea 向 
A (x) 一 so {px 2 } -= 与 


对 于 一 般 的 f(r) 一 1xi'/a,a>1.i 


那么 过 应 该 是 下 列 方程 的 解 ， 
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一 
[px 所 ,=0 
即 P= 或 一 加/ 
因此 f° (p)=p4—T tpn 


但 这 只 适用 于 如 >0 的 情形 . 一 般 情况 应 该 
f= (w= i 
相应 的 Young 不 等 式 为 
Y zpER, T+ >pr 
记 的 要 顺风 的 形式 为 
Va,b>0, + “>ab, prg>1, 


它 也 常 被 称 作 Young /不等式 
如 果 在 (33) 中 , 令 


aibi ER,i=1,2," 4=| : 


那么 ,把 个 不 等 式 相 加 ,我 们 得 到 
121la|? 1 bl Zt 1ab; 
一 方 一 47 十 也 之 AB 


因此 ， Yael yale) | > [6 

这 个 不 等 式 就 是 我 们 在 $2 2 中 过 到 过 的 Cauchy Holder 
不 等 式 . 

例 3 /0)=| 


0 |zlss1l 
十 co |x|>>1 
. 90* 


则 f° (p)=sup {pz}= |p| 
fA" (z)=suptpz— [pl}=/f (xz) 
相应 的 Young 不 等 式 为 
YXEB:={rER|IzI<1}, |p| 宕 pz 
它 无 非 就 是 Cauchy-Schwartz 不 等 式 ， 


例 4 f(x)=e*. 这 时 设 三 满足 


那么 三 为 下 列 方程 的 解 : (px 一 e”)'|:-; 一 pe:==0 
因此 ,z=logp,/'" (p) 王 plogp 一 .但 这 只 适用 于 z>0. 一 般 应 
” 1 
piogp—p p>0 
f° (p)= po p<0 
f° (x)=sup{pz— plogpt+p}—e 
后 一 等 式 留 给 读者 作为 练习 . 其 相应 的 Young 不 等 式 为 
VxER, Vp>0, e+plogp™~ p>pr (34) 
这 也 是 一 个 很 有 用 的 不 等 式 . 
现在 我 们 来 讨论 共 轿 函数 与 次 微分 的 关系 . 
定理 4 设 太 :及 -一 RU( 二 oo) 是 不 恒 为 十 ce 的 任意 图 
数 . 那么 下 列 两 个 命题 等 价 ， 
i) pEAf Cz); 
it》 f(x)+f* (pp)= px. 
证 明 事实 上 ,由 (27),i) 等 价 于 
VyER, f(y)— f(r)p(y—7) 
即 V yER, pr—f (rpy— f(y) 
因此 , 它 也 等 价 于 
La (p)=sup {py f(9)) pr /7) 


号， 


>sup{py— f(y))} = 1" (p) 

即 等 价 于 放 )， 站 

推论 1 如果: R 一 >RU {十 2} 在 xo 处 次 可 微 ,那么 
fs)=/" "(ro). 

证 明 事实 上 ,这 时 存在 p€E39f(zxo) ,使 得 

fx)= pr f (pf * (zo) 

再 联系 到 (32) , 故 有 /C(x6)==f* “(zo). 门 

推论 2 如 果 了 :有 一 有 RU 十 cc) 为 真 凸 函数 ,那么 对 于 
任何 xEdomf, 有 flx) 二 A" “(xz). 特别 是 ， 由 此 可 得 ,定义 在 全 
实 轴 上 的 实 值 凸 函数 是 仿 射 函数 族 的 上 包 络 . 

定理 4 的 图 象 解释 可 由 
图 23 看 出 . 其 中 p€E9/(7)， 
而 点 (zyzpzr) 与 点 (zyACz)) 
间 的 距离 恰好 为 f* (p). 

定理 4 可 以 用 来 作为 一 
种 求 函数 次 微分 的 方法 . 万 
其 是 可 用 来 求 函数 的 不 连续 
点 上 的 次 微分 .例如 ,对 于 上 
面 的 例 3; 在 x+ 二 土 1 处 是 无 
法 用 求 左 右 导 数 的 办 法 来 求 
消 数 的 次 微分 的 . 但 由 定理 图 23 ”次 微分 与 共 晃 函数 的 关系 
4, 我 们 立即 可 得 

of (+1)={pER || pl=+tp}=+R: 

关于 次 微分 和 共 红 函数 的 更 深刻 的 结果 我 们 留 到 下 节 中 去 


讨论 . 


习 题 

1 证明 ;R 上 的 真是 函数 不 但 在 其 有 效 域 的 内 部 连续 ,并 且 在 其 有 效 域内 
部 的 任何 闭 区 间 上 Lipschitz 连续 , 即 , 对 于 任何 [a,6]Cint domf, 存 在 
常数 C>0, 使 得 

VY Tx2€E [a6], |f (ri)— f(r2) [EC |zi— zel 

2. 对 上 节 中 的 习题 4 的 函数 求 出 它们 的 共 轿 函数 和 二 次 共 堪 函数 ,并 写 
出 它们 的 相应 的 Young 不 等 式 . 

3, 求 下 列 有 不 连续 点 的 函数 的 次 微分 . 共 轰 函数 、 二 次 共 斩 函 数 以 及 它们 


的 相应 的 Young 不 等 式 ， 
瑟 Z 之 0 
(2) f(D)= p>1 
十 ce T<05 
log(1/z) >0 
Cb) fe- | gl1/7) 7 
十 cc ZK0 
zlogzx zx>0 
(ce) Ct z=0 
十 ce zx<0 
(d) ro 1 人 lzxlgi 
十 ce Iz|>>1 


8$ 2.5 凸 分 析 的 两 条 基本 定理 


直到 现在 为 止 ,我 们 虽然 在 凸 函数 的 讨论 中 运用 了 一 些 目 

集 理论 的 概念 ,实际 上 却 看 不 出 非 引进 凸 集 概 念 不 可 的 必要 性 . 

我 们 完全 可 以 从 凸 性 不 等 式 出 发 得 到 上 述 的 所 有 结果 . 这 并 不 

能 说 明 我 们 用 凸 集 来 导出 凸 函 数 是 多 余 之 举 , 而 只 说 明 我 们 前 

面 的 讨论 还 没有 涉及 较 深刻 的 结果 . 从 凸 集 理论 的 观点 来 看 , 目 
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性 不 等 式 只 涉及 凸 集 的 定义 . 由 此 导出 的 结果 说 来 说 去 都 是 “由 
集中 的 两 点 的 连接 线段 还 在 凸 集中 ”这 句 话 的 变种 . 而 对 于 凸 集 
来 说 ,更 本 质 的 特性 是 凸 集 承 托 定理 或 凸 集 分 离 定理 . 这 节 中 我 
们 将 由 此 导出 两 条 有 关 凸 函数 的 共 罗 函 数 和 次 微分 的 定理 , 这 
两 条 定理 连同 闭 凸 集 表 示 定 理 1.4 一 起 ,可 称 为 凸 分 析 的 三 条 
基本 定理 . 
定理 5(Moreau-Fenchel) 设 三 : R 一 ->RU {十 吕 ) 为 任意 
函数 .那么 了 是 下 半 连 续 真 凸 函 数 的 充 要 条 件 为 [一 广 
证 明 考虑 到 请“ 总 是 下 半 连 续 真 西 函数 和 (32) ,我 们 只 
需 指出 , 当 了 是 下 半 连 续 真 凸 范 数 时 ,下 列 不 等 式 成 立 : 
YrER, fTEf (x) (35) 
因为 epif 是 闭 西 集 , 而 对 于 任何 点 zx。 E domf 和 二 0， 
(roy 了 (xo) 一 e) 人 epif, 所 以 由 是 集 强 分 离 定理 14.3, 点 (zo， 
f(zxo) 一 e) 能 与 epif 用 直线 强 分 离 , 妈 存在 (p,a" )E R* ,使 得 
sup, {prta a)<proto, (f (x0) —e€) (36) 
由 于 (C36) 中 的 a 可 任意 大 , 故 必须 有 a’ 志 0, 但 a" 二 0 又 与 
ziEdom 太 矛盾 .这样 o <<0, 令 p= 一 p/a’ ,从 而 得 到 
yr€Edomf, pxr—f(x)<pro— (f(ro)—e) (37) 
对 (37) 的 左 端 取 上 确 界 ,又 可 得 
f° (ppro— (f(r0) —e) 
以 至 由 对 于 /* 和 f"* 的 Young 不 等 式 (31) 导 得 
f° * (rpro—f’ (pf (ro) —e 
由 zo 和 的 任意 性 ,这 就 证 明了 
Yr€Edomf, f** (zx) 之 f(x) (38) 
还 需 指 出 , 当 xo domf 时 , 广 ”(Czo) 一 十 co. 
设 zo 多 domf/ ,那么 对 于 任何 BER, (zo,B) epif. 利用 同样 
推理 ,我 们 可 得 ,存在 (p,a* )ER’, 使 得 
。9gd 。 


Sup (pz 二 oaj< pzo 二 ah 
由 此 仍 可 导 得 % 委 0， 
如 果 对 于 任何 BER, 痢 有 a 二 0， 
那么 如 上 一 样 推理 ,可 得 
VBER, f** (x0)>B 
因此 , 广 (xzo) 王 十 ce. 如果 对 于 某 个 BER, 有 a 一 0, 那 么 有 
YrEdomf, pz 一 xzo 生 一 9<0 (39) 
令 pEdomf°*. 由 前 面 的 推理 可 知 这 样 的 p 是 存在 的 。 因此 ,由 
Young 不 等 式 (31), 有 
VXER, 17 一 三 (CD 一 xz) 委 0 (40) 
把 (39) 的 nn 倍 与 (40) 相 加 ,可 得 
VxrEdomf, (p+np)r—nprotnd—f" (p)— f(x)<0 
以 至 VYxEdomf,(p+np)r— fr) Sf (pp)+npro nd 
对 上 式 左 端 取 上 确 界 ,又 得 
f° (pinp)Rf (pp) Hnpro—nd 
因此 ， pzxo 十 n8 一 了 (p) 
(p+np)ro—f* (p+np) 
ff " (ro) 
令 n 一 >o0, 即 得 f(z0) 二 十 00. [Dj 
这 条 定理 特别 是 说 明 下 半 连 续 的 真 凸 函数 与 仿 射 函数 的 上 
包 络 是 一 回 事 , 因 为 /'' 是 仿 射 函数 的 上 包 络 . 其 实 定理 的 要 点 
也 正在 于 此 . 共 忽 函数 概念 在 这 里 只 起 着 一 种 便于 表达 的 作用 ， 
定理 5 的 证 明显 得 有 些 元 长 . 但 其 证 明 的 思路 还 是 很 简单 
的 ;因为 下 半 连 续 真 凸 函数 的 上 图 是 闭 凸 集 , 所 以 它 一 定 是 一 些 
闭 半 平 面 的 交集 . 这 些 闭 半 平 面 有 的 是 仿 射 函数 的 上 图 ,有 的 并 
不 是 ,那些 就 是 边界 直线 垂直 的 半 平 面 . 因此 ,定理 的 证 明 妇 结 


。 go. 


为 指出 除去 那些 竖 直 的 半 平 面 后 ,余下 的 闭 半 平 面 仍 能 围 成 函 
数 的 上 图 . 这 是 证 明 的 难点 ， 

然而 ,上 述 证 明 并 没有 用 闭 凸 集 表 示 定 理 ,而 是 用 了 一 个 点 
与 闭 凸 集 之 间 的 强 分 离 定 理 , 这 样 做 的 好 处 在 于 一 下 子 能 得 出 
在 domf 中 有 f=f"', 而 用 闭 凸 集 表 示 定 理 只 能 得 出 在 
int domf 中 有 /= 二 了 *"* ,使 得 证 明 将 多 费 一 番 周 折 . 最 后 ,在 证 明 
domf 外 仍 有 f="“ 时 是 有 点 “挖空心思 ”的 . 初 看 起 来 象 是 
“ 神 来 之 笔 ” 仔细 一 推荐 ,还 是 在 于 要 把 通过 某 点 的 垂直 的 分 离 
直线 ,利用 旁边 的 倾斜 的 分 离 直 线 , 使 它 也 变 得 倾斜 . 当然 ,具体 
做 起 来 还 有 一 定 的 技术 上 的 困难 . 那 是 数学 工作 者 的 “战术 问 
题 ”.“ 战 略 ” 上 的 大 方针 则 是 明确 的 ， 

把 定理 4 与 定理 5 结合 起 来 ,我 们 就 可 得 到 下 列 形式 上 更 
对 称 的 定理 ; 

定理 4 设 /:R 一 >RU {十 0o} 是 不 恒 为 十 吕 的 任意 医 
数 . 那么 下 列 两 个 命题 等 价 : 

i) pEvf zx) 

ii) f(x)+f" (p)=pr. 
如 果 f 是 下 半 连 续 真 唔 函 数 ,那么 让 与 让 还 等 价 于 

ii) f* (p)+f* "(x)= px; 

iv) zxE€E9f" (p). 

这 里 记 .iv) 的 等 价 还 可 说 成 是 : 集 值 映 射 3f 与 9f" 互 为 递 
映射. 

另 一 条 基本 定理 有 关 次 微分 的 基本 性 质 , 为 此 我 们 先 来 讨 
论 一 些 次 微分 的 简单 性 质 . 

命题 8 设 f,g :有 一 RU{ 二 co) 为 两 个 真 凸 函数 。 那 么 

i) VA>0,VrTER, NN (zr)=Mf (7)., 

ii) YzEint(domyj 门 domg)， 
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3(CFg)Gz) 王 ar(z) 十 3g(Cz)， 
证 明 i) 的 证 明 是 显然 的 . 对 于 iD) ,注意 到 int (dom 站 
domg) 中 的 点 z+ 都 是 和 g 的 左 、 右 导数 存在 的 点 . 从 而 ， 
af (z)=[f. (x), f(x)], 
dg(7x)=[g' (x), g(x)] 
af+g) r= Lf (zr) +e (7), 
广 (z) 十 时 (z) 一 af(z) 十 3g(z) | 国 
这 一 命题 说 明 次 微分 与 通常 的 导数 一 样 有 “线性 性 ”, 即 “ 数 
乘 性 ”和 “可 加 性 ”. 但 是 需要 注意 的 是 这 里 的 “可 加 性 ?只 适合 于 
在 两 个 函数 有 效 域内 部 的 点 ,一般 情 况 下 ,我们 只 能 有 
VrER, 3f(x)+oag(r) Cafige) (zr) (41) 
对 此 只 需 利 用 次 微分 的 定义 (27), 而 反 向 的 包含 号 一 般 不 成 立 ， 
例 设 


0 Xr>0 
Z 一 0 fr)=41 
十 ce ZzX<0 
十 coe Z>0 
g(CZz) 一 41 一 0 
0 7<=0 
因此 ,af(0) 王 3g(0) 一 个 ,但 是 3(f 十 g)(0) 一 R. 品 


这 样 ,寻求 次 微分 的 “可 加 性 ”成 立 的 条 件 就 成 为 一 个 值得 
研究 的 问题 . 这 就 是 我 们 下 面 要 讨论 的 又 一 条 凸 分 析 基 本 定理 . 
它 的 证 明 必 须 应 用 凸 集 分 离 定理 . 我 们 甚至 可 以 指出 它 与 凸 集 
分 离 定理 是 等 价 的 . 因此 ,这 是 一 个 非常 深刻 的 结果 . 

定理 6 (Moreau-Rockafellar) 设 f,g 为 玉 上 的 真 凸 函 数 ， 
如 果 

0E€int(dom/ — domg) (42) 
。97 。 


那么 
VzER,Af+g) (7)=3f(7x)+adg (zr) (C43) 
证 明 由 (41), 我 们 只 需 指出 ,如 果 p€E3(f 十 g)(x), 那 么 
在 定理 条 件 (42) 下 ,有 bpEar(z) 十 3g(z). 不 妨 设 如 一 0,z 一 0， 
大 0) 一 g(C0) 一 0. 否则 只 需 令 
f=f (z+) fr py 
Si 一 ECZ 十 y) 一 BCZ) 
并 对 万 ,gi 来 讨论 . 这 样 可 假设 0EaCfF 十 8)(0)3 它 等 价 于 
min(f(z)+g(r)}=f(0)+ge(0)=0 (44) 
需要 指出 ,0€3f(0) 十 3g (0) (45) 
令 
C={(z,a) ER’|z =zx—y,rEdomf,yEdomg, 
fz)+g(y)<a} (46) 
则 不 难 验证 ,C 是 凸 集 , 且 0&C; 否 则 将 存在 z&domf 人 domg， 
使 得 f(z) 十 gCz) 过 0, 与 (44) 蔬 盾 . 这 样 一 来 ,我 们 就 可 运用 凸 
集 分 离 定理 1. 2, 从 而 存在 (p,a* ) 天 0, 使 得 
VY (zo) EC, pz 十 aa 和 0 
由 于 上 式 左 端 中 的 a 可 任意 大 , 故 为 使 不 等 式 成 立 , 必 须 有 a* 
. 魏 0. 但 如 果 % ==0, 则 可 得 
VY zE (domj 一 domg)， zz<0 
由 条 件 (42) ,这 仅 当 p 二 0 时 才 有 可 能 。 与 (p,a* ) 隆 0 矛盾 . 
最 后 , 取 p 二 一 p/a". 于 是 有 
VY (z,a) EC,pz—aR0 
从 而 YrE€Edomf, VYyE€domg, Vs>0， 
plx—y)—f(r)—g(y)—ee0 
或 pzx— f(r)—e<pyt+gely) 
由 8 的 任意 性 ,这 导致 
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Sup {px—f (7) }< inf (py+g(y) } 


根据 共 思 函 数 的 定义 (29) ,上 式 即 
f° (PE—g' (一 方 ) 
或 f° (p)+ge’ (Pp)EO (47) 


但 已 假设 f(0) 二 g(0)=0, 从 而 
f° (p)2p0—f0)=0 
g'(—p)>p0—g(0)=0 

因此 ,联系 (47), 则 有 f/f*(p)=g*( 一 p)=0 


以 至 0) 十 广 (z) 一 g(0) 十 5 (一 加 ) 一 0 (48) 
根据 定理 4, (48) 导 致 pE3f(0)， —pEag(0) 
即 0€3f(0) 十 3g(0). 口 j 


我 们 可 以 注意 到 ,如果 存 在 点 TER, 使 得 了 在 该 点 上 有 限 ， 
g 在 该 点 上 连续 , 即 
domf Mint domg OI (49) 
那么 (42) 成 立 , 因 此 ,我 们 逐次 运用 定理 5, 可 得 
推论 设 fos fii, ,fn 为 R 上 的 真 凸 函 数 , 且 满 足 
domfof) Gnt dom.P) 门 … 门 Cint dom ff) (50) 
那么 
Vr ER, Afot ft fn) (7) 
=9f0(7z) +9fi(z)+ 9afa (7) 
定理 6 的 证 明 看 来 也 十 分 元 长 , 它 的 思路 也 有 点 曲折 . 首先 
它 先 把 问题 简化 为 对 0€ 3(f 十 g)(0) ,1(0) 一 g (0) 二 0 的 情形 
来 讨论 . 这 样 , 何 题 变 为 找 出 p€R, 使 得 pE31《0) 和 一 p€ 弛 
(0). 考虑 到 次 微分 的 几何 意义 是 函数 上 图 的 承 托 直 线 的 斜率 ， 
把 BE3/(0) 看 作 epif 在 (0,0) 处 有 斜率 为 的 承 托 直线 ,而 把 
-p98g(0) 看 作 是 一 g 的 “下 图 ”在 (0,0) 处 也 有 斜率 为 p 的 承 
托 直 线 , 于 是 问题 归结 为 epif 和 一 g 的 “下 图 "在 (0,0) 处 有 斜 
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率 为 p 的 分 离 直线 ,或 者 epi( 一 g)( 一 g 的 上 图 ) 在 (0,0) 处 有 和 斜 
率 为 p 的 承 托 直 线 . 凸 性 条 件 和 凸 集 分 离 定理 保证 了 承 托 直线 
的 存在 ,而 条 件 (42) 则 保证 了 这 条 直线 不 是 垂直 的 ,从 而 有 斜率 
可 言 .余下 的 问题 只 是 如 何 用 数学 语言 把 它 表 达 得 更 确切 . 

定理 6 表面 上 看 来 只 是 导数 的 可 加 性 的 推广 ,而 实际 上 由 
于 它 可 用 来 处 理 广义 值 函数 ,其 用 处 是 非常 广 的 , 我 们 将 在 后 面 
的 章节 中 看 到 它 的 重要 作用 . 


习 上 题 
1 设 f,g 为 R 上 的 凸 函数 .证 明 
F(z)=int (f(y) + gry))} 
也 是 RR 上 的 凸 函数 , 且 
VpER, F’(p)=/f° (pig Cp) 
2. 如果 下 是 下 半 连 续 真山 函数 ,利用 定理 4' 和 定理 6, 你 能 得 出 什么 结 
论 ? 


$2.6 R* 和 R" 上 的 凸 函 数 


我 们 前 面 的 讨论 虽然 都 是 对 RR 上 的 函数 作出 的 . 实际 上 ， 
大 部 分 的 结果 都 能 不 费力 地 推广 到 R? 以 至 一 般 的 R" 情形 . 如 
在 §2.1 中 ,我 们 只 和 需 把 (a,56) 改 为 R 或 Rr 中 的 凸 开 集 ,把 定 
义 3 的 上 图 定义 中 的 R 改 为 R 或 及 其它 都 可 一 字 不 改 . 
$2.2.8$2.3 和 8$2.4 虽 然 主要 适用 于 (<e,b 上 的 凸 函 数 ,但 命 
题 4 中 的 (a, 纪 显然 也 可 改 为 R 或 严 中 的 凸 开 集 ; 定 义 7 中 的 
函数 的 定义 域 R 都 可 改 为 R 或 姑 , 只 是 其 中 的 px 都 应 改 为 内 
积 《p,zx). 两 个 经 济 解 释 都 可 变 “ 单 产 出 ”“ 单 投入 ”为 “多 产 
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出 ” “多 投入 ”. 例 1 容易 改 为 向 量 情形 . 例 2 可 改 为 f(x)= 
| zz 站 2/2. 而 其 一 般 情 形 中 则 可 令 
COzZD 一 TD) = 之 lel 

这 时 Cauchy-Halder 不 等 式 的 导出 可 更 直截了当 些 . 例 3 中 的 
|，| 也 可 改 为 站 ， .定理 4 及 其 推论 都 只 需 作 简 单 修改 . 而 万 
为 使 人 高 兴 的 是 在 8$ 2. 5 中 除 命题 8 之 丰 需 另 作 讨论 外 ,两 条 
大 定理 也 只 需 作 简单 修改 . 

然而 ,R’ 与 灵 上 西 函 数 毕 竟 还 有 不 少 特 殊 问 题 . 除了 
§ 2. 3 中 的 结果 推广 需 作 特殊 处 理 外 ,由 于 高 维 凸 集 要 比 一 维 凸 
集 ( 即 区 间 ) 要 复杂 的 多 ,涉及 高 维 凸 集 的 问题 就 要 专门 讨论 , 不 
过 高 维 凸 集 又 可 以 二 维 凸 集 为 代表 . 往往 二 维 凸 集 搞 清楚 了 ,高 
维 的 也 清楚 了 . 因此 ,我 们 下 面 一 般 仍 只 对 R* 来 叙述 . 

我 们 从 一 些 联系 二 维 凸 集 的 凸 函数 开始 本 节 的 讨论 . 其 实 
我 们 在 $1.7 中 已 经 遇 到 过 一 类 于 上 的 真 凸 函数 , 那 就 是 定义 
19 所 定义 的 集合 ACR? 的 承 托 函 数 c4(p) 二 supzea 《pT). 只 
要 A 是 R* 的 真子 集 ,04 一 定 是 不 恒 为 十 co 的 下 半 连 续 真 凸 函 
数 ,因为 它 是 线性 函数 族 的 上 包 络 . 现在 我 们 有 了 共 轿 函数 的 概 
念 , 我 们 可 以 说 ,ca 是 下 列 函 数 的 共 罗 函 数 : 

iD: 一 人 EA (51) 
十 ce XA 

即 


di (p)=sup{(p,z)—6a(7)}=suplp,7)=04(p) 
xz€ER TEA 


(52) 
定义 8 (51) 所 定义 的 函数 54: R' 一 一 RU {十 oo}) 称 为 A 
ER 的 指标 函数 . 
不 难 验 证 ,56 是 凸 函数 的 充 要 条 件 为 4CR: 是 凸 集 , 而 64 
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是 下 半 连 续 真 凸 函 数 的 充 要 条 件 为 4 是 闭 凸 集 . 尤 其 是 
0 ZECGcl co4 


十 ce xz 所 cl co4 

(53) 
恰好 就 是 4 的 闭 凸 包 的 指标 函数 . 这 些 结论 的 详细 推导 留 给 读 
者 作为 习题 ， 

我 们 可 以 注意 到 ,集合 ACR’ 的 承 托 函 数 oa 作为 p 的 淆 

i)( 正 齐 次 性 ) VpE€ER’, YA 之 0, o4C(Mp)=No4(p); 

二 ) (次 可 加 性 Vpi, ps EER, 04(pi 二 pe) 所 04(p1) 十 04 (pz). 
对 于 这 类 性 质 , 我 们 可 以 提出 以 下 的 一 般 定义 、: 

定义 9 设 G:R’ 一 >RU {十 oo} 为 任意 函数 .如果 

VY) 之 0， YrER: GAz)=MG(z), (54) 
那么 G 称 为 正 齐 次 函数 。 如 果 

Vzri,T EGRR2， GCCzi 十 Zoo)SC(z) 十 CCz)， (55) 
那么 G 称 为 次 可 加 函数 , 如 果 G 既是 正 齐 次 函数 ,又 是 次 可 加 
函数 ,那么 C 称 为 次 线性 函数 . 

正 齐 次 函数 的 图 象 和 上 图 一 定 是 锥 . 反之 也 成 立 . 因此 ,有 
土 的 正 齐 次 函数 就 没有 多 少 问题 值得 研究 的 ,因为 它 无 非 是 一 
个 定义 在 正 实 轴 上 的 线性 函数 与 -个 定义 在 负 实 轴 上 的 线性 栈 
数 的 拼凑 . 而 本 或- 般 的 Rr 上 的 正 齐 次 函数 可 能 有 的 变化 就 
较 多 . 首先 ,我 们 注意 到 

命题 9 正 齐 次 函数 是 西 函数 的 充 要 条 件 为 它 是 次 线性 消 
数 ， 

证 明 因为 所 涉及 的 函数 至 多 只 取 十 cp ,所 以 可 以 用 五 性 
不 等 式 来 作为 凸 函数 的 定义 . 如 果 正 齐 次 函数 C 是 凸 沙 数 , 收 
么 对 于 任何 x; ,zxs€R ;我 们 有 
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4" (Xz)=sup((p,7x)—o4(p)}= 
PER 


Girtz) —2G| | <2 。 Te EC) 


=CGCz) 十 CCzo) 
即 C 也 是 次 可 加 的 . 反之 ,验证 次 线性 函数 是 凸 函数 更 为 容易 . 
UU 
我 们 已 经 看 到 ,一 个 集合 的 承 托 函数 一 定 是 下 半 连 续 的 次 
线性 函数 . 这 个 结论 的 道 命题 也 成 立 , 即 我 们 可 以 证 明 ， 
定理 7 设 G:R 一 RU (十 co ) 为 不 恒 为 十 co 的 任意 函 
数 . 那么 


K:={(pER’|IVrER’, (pr)<Gz)) (56) 
为 闭 凸 集 . 如 果 G 是 下 半 连 续 次 线性 函数 ,那么 还 有 
VrER’, G(T)=sup pr) or(7) (57) 


证 明 由 (56) 可 以 看 出 K 是 一 族 闭 半 平 面 的 交 , 故 它 是 闭 


凸 集 . 我 们 指出 , 当 G 为 正 齐 次 函数 时 ， 
G’(p)=6xr(p)= ? PER (58) 
十 cc Pp&K 
事实 上 ,如 果 pEKK, 那 么 supzer{ (px) 一 G(xz)} 二 0; 如 果 pp 多 
居 , 那 么 存在 ZER, 使 得 (p,zX) 一 G(z) 二 6>>0; 从 而 对 于 和 守 0， 
有 (pp,XT) 一 GOz) 二 M6. 因此 ,G* (p)=supzeR (px) 一 G(x)) 
一 十 co. 当 @ 又 为 下 半 连 续 真 凸 函 数 ( 由 命题 9, 它 一 定 是 次 线 
性 函数 ) 时 ,由 Moreau-Fenchel 定理 5, 我 们 有 G=G**. 再 由 
(58) 可 得 (57) 成 江 . 
我 们 要 注意 的 是 这 里 的 “下 半 连 续 ” 的 条 件 是 必要 的 . 事实 
上 ,R: 上 的 非 下 半 连 续 的 次 线性 函数 是 存在 的 ， 
例 令 二 
| x! XX! 之 0 或 (x1 ,7X?) 一 (0,0) 
G(r! ,x)= oo 其 它 
不 难 验 证 ,这 是 个 次 线性 函数 ,但 不 下 半 连 续 , 因 为 其 上 图 不 闭 ， 
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定理 7 的 证 明 看 来 不 显眼 . 但 这 是 由 于 其 中 用 了 Moreau- 
Fenchel 定理 5, 从 而 已 经 间接 地 用 了 凸 集 分 离 定 理 . 事实 上 ,高 
开 了 山 集 分 离 定理 或 其 等 价 形式 ,这 一 定理 是 无 法 证 明 的 . 

由 闭 凸 集 表 示 定 理 1.4 和 这 里 的 定理 7 可 以 看 出 ,实际 上 ， 
闭 凸 集 和 下 半 连 续 次 线性 函数 之 间 有 一 种 一 一 对 应 的 “对 偶 关 
系 ” 一 般 说 来 ,作为 承 托 函数 的 次 线性 函数 可 以 取 负 值 . 这 时 与 
它 相 对 应 的 闭 凸 集 一 定 不 包含 原点 . 而 包含 原点 的 闭 凸 集 的 承 
托 函数 一 定 是 非 负 的 . 引进 到 非 负 值 的 次 线性 函数 我 们 还 能 使 
“对 偶 性 ?讨论 再 深入 一 步 . 

定义 10 取 非 负 值 的 次 线性 函数 称 为 Minkowski 函数 ， 

由 定理 7 不 难看 出 ,下 半 连 续 的 Minkowski 函数 一 定 是 包 
含 原 点 的 闭 凸 集 的 承 托 函 数 . 但 是 Minkowski 函数 还 可 与 另 一 
种 包含 原点 的 凸 集 相 联系 . 

命题 10 设 M: RR 一 >RU {十 oo) 为 次 线性 函数 .那么 


A= {rER|IM(z)<1} (59) 
为 包含 原点 的 凸 集 .反之 , 设 ACR’ 为 包含 原点 的 凸 集 . 那么 
Ma(x)=in{f{a>0|zrEaA)} (60) 


为 Minkowski 函数 ,这 里 规定 inf 纪 = 十 cc. 

证 明 对 于 命题 的 前 半 部 ,因为 M(0) 一 0, 容 易 验证 (59)， 
所 定义 的 4 是 包含 原点 的 西 集 . 这 点 甚至 对 于 M 是 任意 的 原 
点 为 零 的 凸 函数 都 成 立 . 

现在 我 们 证 明 命题 的 后 半 部 分 . 由 定义 (60) 和 4 是 包含 原 
点 的 凸 集 立即 可 得 Ma 的 非 负 性 和 正 齐 次 性 . 另 一 方面 ,对 于 任 
何 x1 ,zz€ R* 和 8 之 0, 存 在 ayoaz 盖 0, 满 足 

MACzD)D>a 一 es， MaCz)>oz 一 5 
ziEoau4，ZzZEoaz4， 
由 4 是 凸 集 , 我 们 有 
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a 十 azA 一 (ai 十 az)》 wp 


a 到 
二 (a 十 as)A 
从 而 zi 十 zz Eq14 十 qz4 二 (qi 十 a2)4. 因此 ， 
MACzi 十 zo) 委 (ai 十 ao)<AM4CzD 十 MACz) 十 28 
由 * 的 任意 性 , 即 得 M 满足 次 可 加 性 . 四 
当 M 是 下 半 连 续 的 Minkowski 函数 时 , 易 证 命题 10 前 半 
部 (59) 中 的 4 是 闭 屿 集 . 而 后 半 部 中 的 4 显然 也 可 取 作 闭 凸 
集 , 并 且 
={rzERIMaA(x)S1) 
这 样 ,下 半 连 续 的 Minkowski 函数 与 包含 原点 的 闭 凸 集 之 间 也 
有 一 种 一 一 对 应 的 “对 偶 关 系 ”现在 我 们 要 问 , 这 个 “对 偶 关 系 ” 
与 前 面 所 说 的 下 半 连 续 次 线性 函数 和 团 凸 集 的 “对 偶 关 系 " 之 间 
又 有 什么 关系 ? 为 此 ,我 们 引入 下 列 定义 : 
定义 11 设 ACR? 为 任意 集合 . 下 列 集合 
A’:={pERIYVrEA,p,7)S1) 
={(pE€ER’|o.(p)S1) (61) 
称 为 4 的 极 化 集 ;下 列 集合 
A”":—{zERIVPEA',(p,7x)S1) 
={zER’|o%(7x)S1) (62) 
称 为 4 的 二 次 极 化 集 。 
很 明显 ,不管 4 是 什么 集合 ,4" 和 4”“ 总 是 包含 原点 的 闭 凸 
集 ， 
定理 8 (Banach 二 次 极 化 定理 ) ” 设 ACR? 为 任意 集合 , 那 
么 
A”=cl coCAU {0}) (63) 
即 它 是 4 与 原点 的 并 集 的 闭 凸 包 ， 
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证 明 令 天 =cli co(4U1{0)). 由 4“ 是 包含 4 与 原点 的 闭 
凸 集 ,我 们 只 需 指出 A4*CK, 或 者 指出 ,不 在 中 的 点 一 定 也 
不 在 4" 中 ， 
设 + 区 KK. 那么 由 天 是 闭 凸 集 和 凸 集 强 分 离 定理 1. 3, 存 在 
PER, 使 得 
(ps7)>sup(p 7) or(p) 
因为 0E 天 ,所 以 ox(p) 写 0. 从 而 


3—( (ps7) tor(p))>0 


今 p=p/8. 那 么 有 (Pp,x) 之 1>or(p) 之 on(p) 
这 说 明 PE 4', 而 x 和 4A” [J 
这 也 是 一 条 直接 应 用 是 集 分 离 定理 的 定理 ,因而 也 较 深 刻 . 
有 了 极 化 集 的 概念 后 ,再 总 结 我 们 前 面 得 到 的 一 些 定理 ,我 
们 就 可 得 到 包含 原点 的 闭 凸 集 (或 者 一 个 任意 集合 的 二 次 极 化 
集 ) 及 其 承 托 函 数 .Minkowski 函数 和 极 化 集 四 者 之 间 的 极 有 意 
思 的 “对 偶 关 系 ”: 设 ACR? 为 包含 原点 的 闭 凸 集 ,那么 我 们 有 
A= A”"={rERIVPER’,p,7x)S0Ap)) 


= {rER’|o(7r)E1) (64) 
4 一 {(pER’ IY rER’, (px)<S<on(r))} 
={pER’ lo tp)Sl) (65) 


oa(p)=sup (pt) = Malp)—infla>01pE oA) (66) 
on(z) =supp'7) = Ma(z) infla>01zE aAh) (67) 
PE 和 


(64) -(67) 显 示 了 两 个 包含 原点 的 互相 极 化 的 闭 凸 集 与 它们 的 
承 托 函数 或 Minkowski 函数 之 间 有 非常 对 称 的 关系 . 从 以 下 的 
-- 些 例子 中 我 们 可 以 看 出 ,它们 实际 上 概括 了 许多 特殊 的 凸 集 
和 凸 冰 数 的 关系 ， 
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如 果 4CR: 是 任意 集合 ,我 们 还 可 有 如 下 更 一 般 的 关系 : 


cl coA— {zxER'IVpER’, (px) Cop)) (68) 
Ga"Cp)—=max{0,0a(p)?}= sup lp, 
=M(p)=in{{a>0|pE€E ad'"} (69) 
A”=cl co(ALJ{(O0}))={rER IYVPER’, (pr) 
op)}= {rER or)SE1} (70) 


A’={pER|IYVrER’,(p,7X)Soa(r)) 
{(pER|oA(p)<1} 
={pER’ lo p)S1} (71) 

oa(T) =suptp 7) =~Ma-.(x)=in{f{a>0|rE oad"} (72) 
《68) 一 (72) 的 证 明 留 给 读者 作为 习题 . 

在 应 用 中 用 得 较 多 的 是 不 取 十 吕 的 Minkowski 函数 . 这 类 
函数 还 有 各 种 别 的 名 称 . 

定义 12 不 取 十 co 的 Minkowski 函数 称 为 规范 函数 ; 对 称 
的 规范 函数 , 即 满足 CG( 一 z)=GCz) 的 规范 函数 称 为 半 范 数 ; 仅 
在 原点 为 零 的 半 范 数 称 为 范 数 ， 

在 $1.3 中 ,我 们 曾 称 zx| 二 Cz)? 十 (x?)?) 为 尺 上 的 
范 数 , 为 区 别 于 别 的 范 数 起 见 , 这 个 范 数 可 以 称 为 “标准 范 数 ” 
R: 上 还 可 定义 许多 “ 非 标 准 范 数 ” 例如 ， 

Asplz):==(|zi|? 二 |z:|?)'， 力 之 1 (73) 

M(xr):=max{|z!|,|z’|} (74) 
等 等 . 下 面 我 们 就 对 4,,M 等 范 数 以 及 其 它 规范 函数 来 应 用 前 
面 得 到 的 对 侦 关 系 ， 

1. 4,,p 之 1. 我 们 首先 需要 验证 由 (73) 定 义 的 A 是 范 数 . 
它 的 正 齐 次 性 、 对 称 性 和 原点 外 的 正 值 性 都 是 容易 验证 的 . 较 难 
验证 的 是 次 可 加 性 , 即 
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4Cxzi 十 Za) 委 4(CzD) 十 4 (zs) (75) 
它 的 更 一 般 形式 为 
(Patel)’<( Del) +( D164*) 00) 
这 就 是 所 谓 Minkowski 不 等 式 . 它 可 以 用 我 们 两 次 提 到 的 
Cauchy-Halder 不 等 式 来 证 明 . 而 Cauchy-Holder 不 等 式 现在 
也 可 写成 
(ys4Cz)4Cy)， p>1, 9g>1, 方 二 本 1 (77) 


事实 上 ， 2 atb lS elt lbl) 


入 2 la; | ( |a; | 十 |6: | ) 生 十 之 |6: | ( |a; | 十 15 | ) 
然后 ,对 右 端 应 用 Cauchy-Halder 不 等 式 ,就 得 到 


Deadtlaly<( Deal dalt el)"] 
1 i=1 i=l 


十 | >» 12 1?) “2 laj| 十 16;1)*)1 | 
因此 ,(76) 成 立 . 这 样 我 们 也 肯定 了 4,,p 之 1 是 范 数 . 
现在 我 们 设 B,= (zxE R14, (zx) 二 1). 那么 根据 前 面 的 讨 
论 和 Cauchy-Halder 不 等 式 (77) ,我 们 不 难得 到 
B, =B’={xERIYVyEB,, yz) 委 1) 
={zER’|os (7)<1) 
B, =B’,={yE RIVXE B,,(y,7)S1} 
={y€ER’|og (y)<1} 
Aslz) =oB(z) =suply,7) inf(a>0|zEoB,) 


As(y)=0B,y)=supy,7) =infta>0 |yEaB,} 
Top 


2，4, 和 M. 上 述 讨论 不 适合 于 p 二 1 的 情形 .对 于 41, 我 
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们 有 
Ai(z)=|zx!i| 二 |z’| 


—max(z!+ 7x? ,rl—7x,—Zzt7zx ,xi 7} max (yi, x) 


1<ic4 
其 中 y=,D ,一 (一 1 一 (一 1 一 (一 1 一 1) 
而 这 四 个 点 的 凸 包 恰好 就 是 所 有 满足 M(y) 委 1 的 点 : 即 
Bu:={yE RIM(y)E1)=co{yi, Ys, ys,y4) 
这 样 我 们 根据 前 面 的 结果 就 有 
Bi =Bx={rERIVyE ByZ) 委 1) 
= {x€ER’|os, (x)<1} 
By =B" ={yER|IVzXEB,(y,7x)<1} 
={y€ER’|os,(y)1) 
Ailr) oe) = sup (yinf(e>0|lzE aB,) 
My) =08 Cy) =sup(y7) inf{a>0|yE oaBn) 
这 在 某 种 意义 上 正好 说 明 ;M(y) 一 4 (y). 事实 上 ,lim4e(y) 一 
M(y) 也 确实 是 成 立 的 (参看 习题 2. 4). 
3. 定 义 VzrER:, M(x):=max{zx!, |z’|} 
这 不 是 一 个 范 数 ,而 只 是 一 个 规范 函数 . 因为 
Mi(7)=maxlyi, > 
其 中 和 = 二,0) ,yi 二 (0,1),ys 王 (0, 一 1) 
令 这 三 个 点 的 凸 包 为 
Ban, :=co{y, ye sy) 
那么 我 们 有 
Bu := {zxER’|M, (zr)<1)} 
=Br ={r€ER|IVyE By ,(y,7x)SE1} 
= {xz€ER |os, (x)S1) 


。 了 09 ， 


Bu 一 Bo 一 {yE 权 |YzEBw ,yyz)s1) 
二 (ER los, (YEl) 
M: (7)=0p, (7X)= sup (y,7)=inf{a>0|zxEaBm)} 
1 y Mi 


人 (2 一 caw (y)= sup (y,7)=inf{a>0|yEaBy} 


= yL0 
十 co yl<<0 

现在 我 们 来 讨论 R 上 的 一 般 凸 函 数 . Ri 上 的 凸 函 数 的 许 
多 性 质 都 可 由 单 变量 凸 函 数 的 性 质 导 得 .事实 上 ,所 谓 R* 上 的 
凸 函 数 也 就 是 指 它 在 天 的 每 一 条 直线 上 是 西 函 数 ; 即 三 : R’ 一 
一 及 由 { 士 co )} 是 凸 函 数 的 充 要 条 件 为 

VzoriER’, g(a):=f(rotar) 

是 a€ER 的 ( 取 广 义 实 值 的 ) 西 函数 . 这 是 因为 在 验证 凸 性 时 ,每 
次 只 涉及 两 个 点 . 

这 样 一 来 ,对 于 R* 上 的 真 凸 函 数 / : 一 >RU (十 co} 来 说 ， 
如 果 zxEint domf ,那么 对 于 任何 PE R’, 在 |t| 充 分 小 的 一 个 区 


间 里 ,f(z 十 十 ) 是 1 的 实 值 凸 函数 . 从 而 由 命题 6， 


4 fh) =lim (+ AD (78) 


过 1 


8 f lz,h)= ， mt f(z) 

都 存在 ,是 re (80) 
定义 13 由 (79) 定 义 的 8,f(z,h) 称 为 了 在 z 处 沿 方向 有 
的 右 导数 ;由 C80) 定义 的 8.f(z,h) 称 为 了 在 x 上 沼 方向 有 的 左 


(79) 


导数 , 如 果 
S41 fr,h)—=d f(r,h) (8]) 
即 3f (zh) =lim fetth) f(z) (82) 
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存在 ,那么 5f《z,h) 称 为 了 在 x 处 治 方向 的 导数 . 
对 于 熟悉 多 变量 微分 学 的 读者 来 说 ,如 所 周知 ,如 果 孙 数 f 
在 zz 处 可 微 , 且 
Vf(x)= ,Wn) 
为 f 在 zz 处 的 梯度 向 量 ,那么 
VAER’:, df(zx,h)=(V f(r),h) 
命题 11 设 / 为 天 上 的 真 凸 函数 ,zeEint domJ. 那么 
sz 总) 是 广 的 次 线性 函数 ， 
证 明 由 定义 立即 可 得 
VAO,VAER®, f(x,Mh)=A fr,h) 
即 83; f(x,h) 对 有 有 正 齐 次 性 . 另 一 方面 ,对 于 任何 hi,h2€ RR ， 
由 了 是 凸 函 数 ,可 得 
Sr f(r,hith,) 


1 fxt hth,))— f(r) 
了 9 


Ps 


t>0 
fxd+2h) + rt 2ths)— 2f (7) 
Sim 
ft fx) flrt2h)— f(x) 
=lim 31 tlim 2 


t>0 t>n0 


= fr,h) eo, fr, hz) 
即 64 f(x,h) 对 及 有 次 可 加 性 .因此 ,6; 7z pz) 是 疡 的 次 线性 图 
数 . 口 
推论 ”如果 凸 函 数 了 对 于 任何 hER,8f (zs, 有) 都 存在 , 那 
么 6f(z,h) 是 hh 的 线性 函数 , 即 存在 pE R’ ,满足 
VnER’, f(x,h)= (pp,h) 
事实 上 ,这 时 
STsh)=d fr hh f(r h)= —d (rx, —h) 
。 了 1T。 


从 而 5f Cz,h) 一 8f(z,h) 一 5; f(z, 一 h) 都 是 的 次 线性 函数 . 
因此 ,5f(z,h) 是 hh 的 线性 函数 (为 什么 ?). 
不 难看 出 ,这 里 的 p 就 是 f 在 点 处 的 梯度 向 量 V f(x). 
尽管 我 们 已 经 指出 真山 函数 在 点 xzEint domf 处 的 各 方 
向 的 右 导数 都 存在 ,但 这 还 不 能 说 明 f 在 点 x 处 连续 ,而 只 能 
说 明 f 在 各 方向 都 连续 . 然而 ,进一步 的 分 析 即 可 指出 ,f 确实 
是 在 int domf 的 每 一 个 点 上 连续 . 我 们 其 至 有 以 下 更 强 的 结 
果 : 
定理 9 设 了 为 展 上 的 真 凸 函 数 ,zEint domj. 那么 了 在 
点 工 附近 Lipschitz 连续 , 即 
3 e>0, co>0YzoEltyE 天 | | y 一 工 | <e} 
|f Cx) — fr) | | zi 一 | (83) 
证 明 ”我 们 不 妨 设 zx=0, 并 设 el,e: 为 R 的 单位 坐标 向 
量 . 那么 由 f 在 各 方向 连续 , 故 存在 常数 C>>0,56>0, 使 得 当 |t| 
< 时 ,有 
flte) dtes) 委 C 
这 样 ,在 点 土 6e:,i 二 1,2, 所 围 成 的 正方 形 中 ,由 于 其 中 每 一 点 都 
可 表示 为 
立 一 入 丰 ei 十 入 ztzez 
这 里 | | 志 8,NE[0,1j)i 一 1,2; 和 十 入 二 1, 获 由 是 是 函数 ,我 
们 可 得 
frOEN te) thf Cte)EC 
特别 是 ,这 说 明 , 存 在 一 个 包含 在 上 述 正 方形 中 的 小 贺 
B:={zxER’||z| <Y, 7Y>0 (84) 
使 得 ”VxE€EB,f(x)&C (85) 
另 一 方面 ,由 了 是 凸 函 数 又 可 得 
VzEB， f(r)>2f(0)—f(—z)2f(0)—C (86) 
“112. 


由 (85) 和 (86) 立 即 得 到 ,存在 常数 Ci>0, 使 得 


VrEB, |f(z)|<C, (87) 

现在 设 Bi: 一 B=(zER| zi <Y/2) C88) 

risTs EB a:= | rw- rs (89) 

以 及 y= 如 十 志 (X1 一 (90) 
那么 由 (88)--(90) ,可 得 y€ B, 且 有 

nt (91) 


因此 ,由 了 是 凸 函 数 ,(91) 导 致 
f(z) Rt 


flr)— fr) [f(y)— f(r)] 


< 元 和 

<FC= 全 L X11 Xz | 
取 Cr 二 4C1/7, 并 考虑 到 Ti 和 2 “的 地 位 可 以 对 亩 , 即 得 (83) 
式 . 图 


我 们 在 前 面 看 到 ,用 求 导数 来 判断 一 个 函数 是 否 止 函数 十 

分 有 效 , 在 多 变量 情形 类 似 的 定理 仍然 成 立 . 只 是 在 现在 的 情 
.一 阶 导数 被 梯度 向 量 所 代替 ,而 二 阶 导 数 被 二 阶 偏 导数 矩阵 

(“Hesse 矩阵 2 所 代替 . 对 于 熟悉 多 变量 微分 学 的 读者 来 说 ,这 
时 ,我 们 可 以 看 到 ,定理 2 有 下 列 推广 

定理 10 设 / 为 R* 的 山 开 集 Q 上 的 实 值 函 数 . 如果/ 在 
Q 上 可 微 ,那么 了 为 0 上 的 凸 函 数 的 充 要 条 件 为 f 的 梯度 Vf 
满足 

Yryz EQ, Vf) — TfTD) ,Te 7T1)0 (92) 
如 果 了 在 Q 上 二 阶 连续 可 微 ,那么 了 为 Q 上 的 是 函数 的 充 要 条 
件 为 了 的 Hesse 矩阵 
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azf(z) 92(z) 

了 12 “1 2 

H(z)=| * 07 
oatf(x) 9f(x) 


9 ri9x! dz? 
在 Q 中 处 处 为 非 负 定 和 矩阵 , 即 
VAER:, 2 SE)’ D2 十 2 fp hp) 0 


证 明 我 们 可 利用 在 中 屿 的 下 列 充 要 条 件 , 对 于 任何 
1 ZaEQ, 大 一人)z 十 MXzz) 一 gr) 是 和 XE [0o,1] 的 凸 范 数 ， 
当 /可 微 时 ,gz ,= () 也 可 微 , 且 
EC) 一 (VCzi 十 NGzs 一 ZiD)) zs 一 Zi》 (93) 
如 果 g- .。 OA) 是 凸 函数 , 则 g;,:, CX) 不 减 , 从 而 可 得 
gin 1)— gna 0)=(V f(r) —V f(r) ,rz 0 
即 (92) 成 立 . 反之 ,如 果 呈 对 任何 zzEgQ 满足 (93) 式 ,那么 
由 (93) 也 可 证 明 Er () 必 定 不 减 . 这 是 因为 对 于 入 ,和 EL0， 
1J ,和 2 > A ,我 们 总 有 
En Na) — gar A) 
一 (Y (zx 十 az 一 zZ) 一 YAFGz 十 NGCzz 一 ZiD) zs 一 Zi 之 0 
从 而 g- ,- (OA) 是 凸 函 数 ， 
当 上 二 阶 连 续 可 微 时 ,g-,= OA) 也 二 阶 连 续 可 微 , 且 
gz, A = (HTHtA Ta TI)) Taz1) sr 1) 
由 于 zi,xs€E0 可 任 取 , 而 x: 一 xi 可 取 R* 中 的 任意 方向 , 故 f 
在 Q 中 处 处 凸 的 条 件 : 
V zzE0，VYVAXE[L0,1]， gs,(N)>0 
等 价 于 VY xE€Q0,H(z) 非 负 定 . 加 
最 后 ,我 们 来 考虑 Ri: 上 的 真 凸 函数 的 次 微分 . 设 f:R? 一 一 
RU { 土 o} 为 任意 函数 . 对 单 变量 函数 定义 次 微分 的 (27) 式 现 
在 变 为 
"JJ4， 
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af (x)={pERNY yER’, f(y)— f(r) pp, 7))} (94) 
与 以 前 一 样 ,这 个 定义 实际 上 只 是 对 真 凸 滑 数 较 有 意义 . 单 变量 
情形 的 真是 函数 的 连续 点 上 的 次 微分 等 于 左 、 右 导数 区 间 的 结 
论 现在 可 以 推广 为 下 列 定理 : 

定理 11 设 f 为 Re 上 的 真山 函数 ,rEintf. 那 么 f 在 x 
处 次 可 微 , 且 

af (x)={pER|Y hER’, (ph Sd . f(x,h)) (95) 
同时 ,3f(x) 是 以 作为 h 的 函数 的 564 fcr,h) 为 车 托 酒 数 的 有 界 
闭 凸 集 , 且 

V hER,I piEAfz), (prsh)=6rf(rsh) (96) 

证 明 如 果 pER: 满 足 VY hER,(p,h)5; f(x,h) 
那么 由 6. /Ch inf HE LD ft fr) 
可 得 VRER:, (ph)Sf(r+h)— f(z) 
因此 ,由 定义 (94),pE€af Cx). 

反之 ,如 果 pE9f(z) ;那么 

VAhER,Y t>0, (p,7X)< 
因此 ,也 有 

V hER, (ph)<inf 
这 样 ,(95) 成 立 . 

2f (7) 显 然 是 以 56;f(z,h)( 作 为 h 的 函数 ) 为 承 托 函 数 的 
闭 止 集 . 因为 6, zj) 作为 大 的 次 线性 函数 (从 而 由 定理 9, 它 
是 的 连续 函数 ) 在 B: 二 {hER*| 1 委 1)} 中 有 界 , 即 存在 常 
数 C>0, 使 得 


f(r+th)—f (x) 
t 


LE 十 的) 一 /一 sz 


V hE€EB, 6+f(z,h)<C 
从 而 V pEAf (TY hER’, (ph rm EC 
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由 此 不 难 指出 , ep 二 C. 这 就 是 说 ,3f(z) 是 有 界 的 . 
最 后 ,由 定理 7, 我 们 知道 
vy hE€ER', sup,(p,h) =60,.f (rx,h) 


闻 时 ,我 们 可 如 同 在 命题 1. 15 中 那样 ,指出 p 的 连续 函数 (p， 
A) 在 有 界 闭 凸 集 上 一 定 能 达到 它 的 最 大 值 .因此 ,(96) 成 立 . 口 ] 
这 条 定理 的 前 半 部 分 的 证 明 与 命题 7 的 证 明 是 十 分 相似 
的 . 
我 们 可 以 看 出 ,本 节 中 的 所 有 结果 都 能 很 简单 地 推广 到 到 
情形 . 关于 它们 的 应 用 我 们 将 在 下 节 中 给 出 . 


习 是 

1. 证 明 , 如 果 4E€ R* 是 闭 凸 集 , BE 天 是 有 界 闭 凸 集 ,那么 

A+B= {zxERIYV pER’,(p,rx)Soa(p) + os p)} 
2. 证 明 ， 

VY A,BER’,clco (AUB)={XER|Y pER’, 

(px)Smax (oa(p) ,on(p))} 
3. 证 明 , 如 果 4ER: 是 有 界 集 , 那 么 4" 是 吸收 集 , 即 它 以 原点 为 内 点 ;如 果 
4 是 有 界 吸 收集 ,那么 4" 也 是 有 界 吸 收集 . 

4. 设 4=(zE 本 | (zi)2/es 十 (z20002S1). 试 求 4 .aa 和 on 
5. 设 4 一 (zE 玉 :max(zlz)s1). 试 求 4" .ca 和 ca"， 


§ 2.7 上 吓 规 划 


作为 本 书 的 最 后 一 节 , 我 们 来 介绍 凸 性 理论 在 数学 规划 理 
论 中 的 应 用 . 所 谓 数学 规划 理论 也 就 是 一 种 最 优化 理论 . 它 研究 
在 一 定 的 约 东 条 件 下 ,如 何 来 寻求 某 一 目标 的 最 优 . 这 种 目标 往 
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往 是 一 个 数值 函数 ,而 约束 条 件 通常 就 是 对 自 变量 加 上 一 定 的 
限制 . 虽然 人 们 在 上 干 年 前 就 已 开始 研究 这 类 最 优化 问题 ,但 数 
学 规划 理论 作为 一 门 独立 的 数学 分 支 还 是 在 二 次 世界 大 成 以 后 
逐渐 形成 的 . 数学 规划 理论 所 使 用 的 数学 工具 大 部 分 都 相当 初 
等 . 它 在 这 时 才 得 到 系统 研究 主要 是 因为 数学 在 运筹 学 .控制 
论 ,数理 经 济 学 等 方面 应 用 需要 的 推动 . 而 正如 我 们 在 前 面 已 经 
提 到 过 的 、 凸 性 理论 又 作为 数学 规划 理论 的 核心 之 一 在 这 时 大 
大 发 展 起 来 . 
数学 规划 问题 最 一 般 的 提 法 为 
minf (x) 
Ek (97) 
这 里 /是 个 实 值 函数 ,天 表示 自 变 量 z 允许 变化 的 范围 , 它 称 
为 规划 问题 的 约束 集 或 可 行 集 . 至 于 自 变 量 x 通常 取 为 Rr 中 的 
点 . 在 本 节 中 ,虽然 有 时 ”一 2 的 情形 也 有 一 定 的 代表 性 ,但 当 约 
束 很 多 时 ,在 R* 情 形 会 使 问题 变 得 没有 意义 . 只 是 在 可 能 的 情 
况 下 ,想象 一 下 在 R 或 Ri 中 的 直观 图 景 还 是 很 有 好 处 的 . 此 外 ， 
由 于 我 们 在 er 中 考虑 问题 , 有 时 就 需要 一 些 线性 子 空间 之 类 的 
最 简单 的 线性 代数 概念 . 
我 们 首先 根据 前 面 的 讨论 ,对 数学 规划 问题 的 求解 理论 勾 
画 一 下 其 总 的 思路 . 利用 指标 函数 的 概念 ,我 们 可 把 问题 (97) 写 


成 下 列 形式 : 

min{f (x)+oxr(r)} (98) 
(99) 有 人 解 为 EK 的 充 要 条 件 为 

0€ Af +oxr)(z) (99) 
如 果 Moreau-Rockafellar 定理 6 的 条 件 满足 ,那么 我 们 又 有 

0€ af (i)+9 dx) (100) 


注意 到 8x 和 次 微分 的 定义 ,我 们 有 
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dr(X)={pER'|IYV yER',(p,y—z) 
6xr(y) — 6kC(r)} 
={pERIY yEK,(p,y— 7x)R0} (101) 
显然 ,9 sk(z) 为 本 中 的 一 
个 闭 凸 锥 , 即 它 不 但 是 个 闭 
凸 集 , 且 如 果 pE€36x(z), 那 
么 对 于 任何 和 >>0, 也 有 入 E 
3 6x (z). 它 称 为 K 在 x 处 
的 法 向 锥 ; 记 作 Nx (x). 考 
虑 到 内 积 的 几何 意义 是 两 个 
向 量 的 范 数 与 它们 夹 角 的 余 
弦 的 腰 积 , (101) 意 味 着 p 
与 y 一 工 的 夹 角 不 小 于 x/2. 
因此 ,在 二 维 情形 ,天 在 点 x 图 24 法 向 锥 
处 的 法 向 锥 大 致 如 图 24. 
如 果 下 是 “ 平 直 ” 的 ,或 者 说 ,K 是 的 线性 子 空间 (例如 ， 
KK 是 R: 中 的 一 条 通过 原点 的 直线 ) 时 ,对 于 xEK, 我 们 有 
Nx(X)={pER'IY yEK,(p,y)=0}):=K+ 
即 Nx(z) 是 六 的 正 交 子 空间 (在 上 述 例子 中 就 是 与 该 直线 垂直 
的 直线 ). 也 就 是 天 的 “法 线 方向 ?全 体 . 特别 是 ,如 果 
K={rER' |(pisr)—=0i=1,2,k.},k<n. (102) 
那么 对 于 zE 天 ， 


NK)={pER |p= pip E Ri=1,2, ok 


联系 到 我 们 的 问题 (98) ,条 件 (100) 就 变 为 
0E€EAaf(z) + Neri) (104) 
， 15， 


它 可 以 解释 为 :次 微分 中 有 一 方向 与 约束 集中 的 某 法 线 方向 机 
反 . 它 恰好 就 是 多 变量 微分 学 的 条 件 极 值 问题 的 Lagrange 乘 子 
定理 在 这 一 情形 的 推广 . 

下 面 我 们 将 对 较 具 体 的 数学 规划 来 讨论 这 些 问题 . 最 常见 
的 数学 规划 问题 有 下 列 形 式 ， 


minf (x) 
(2) i i=], 2,°*,p; 
h(x)=0, J 一 1， 2,*,4. 
这 里 f ,gi,i 一 1,2,…,p;h,j 二 1,2,…,g 都 是 R" 上 的 了 清 数 .我 
们 都 可 以 允许 它们 取 士 ce, 我 们 已 经 看 到 ,有 些 数理 经 济 学 概念 
的 提出 就 可 归结 为 这 类 规划 问题 . 这 里 我 们 可 以 设想 :x 为 基 生 
产 问 题 的 投入 ,f(x) 为 成 本 ,而 那些 不 等 式 和 等 式 则 是 投入 所 
受到 的 各 种 限制 . 
定义 14 了 称 为 数学 规划 问题 ( 安 ) 的 目标 函数 . g;(x) 志 0， 
i 二 1,2,…,p 称 为 问题 (多 ) 的 不 等 式 约束 . hj(7) 一 0,j 一 1,2， 
…,g 称 为 问题 ( 安 ) 的 等 式 约束 . 集合 
K={rER'| BCz) 委 0 一 1，2， 力 ; 
h(x)=0,j7=1,2,.…,g.} (105 ) 
称 为 问题 (多 ) 的 约束 集 或 可 行 集 . 如 果 存 在 EK 满足 
f (2)=mipf (zx) 
那么 称 为 问题 (多) 的 解 . 而 minf Cx) 则 称 为 问题 ( 乡 ) 的 值 . 
我 们 暂时 对 f,g;;h; 等 不 作 任 何 假定 , 先 来 讨论 有 关 问 题 
(多 ) 的 一 些 一 般 结论 . 如 上 所 述 ,引入 指标 函数 6x ,那么 问题 
(多 ) 等 价 于 
(PB) min(f (x)+oxr(z)} 
对 于 现在 的 及,3x 实际 上 可 用 g; 和 hh 表示 出 来 . 
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命题 12 ix(z) 一 sup (Ag(Cz)) 十 (jz))} 
和 ER HER 


一 sup (Yin, CD 二 SCz)] 
和 ER ,PER = 1 了 一 1 
这 里 g(x)= (gi(z), g(x) 8goCZ))GE Re 
hr)= hz) hz) hr ER 
入 一 (Ni NM Ap)ERS 
= (AE R?|N>0,1=1,2,. ,pp.} 
4= {pp pa ER 
证 明 事实 上 ， 
sup {OX,g(z)) 二 (phCr))} 
MER' ,ER 


La 
= 2 supNer(e)+ sp Cx) 


0 当 g(x)<0 
而 ee- ge 0 1p 
0 当 有 (rz)=0 
sn = 当局 (天 0 129 
由 天 和 sx 的 定义 即 得 命题 成 立 . 


上 述 命题 可 以 有 如 下 的 经 济 解释 :Nei(Cz) 可 以 看 作 破 坏 第 
i 个 不 等 式 约束 时 的 “罚款 ”而 N 可 看 作 “ 单 位 罚款 ”同样 ， 
ji(z) 也 可 有 类 似 的 解释 . 原来 生产 者 考虑 的 问题 是 在 一 定 的 
约束 条 件 下 的 “成 本 最 小 ?问题 . 如 果 把 “罚款 "考虑 在 内 ,那么 生 
产 者 可 以 不 必 顾 及 约束 ,而 只 需 考虑 “成 本 ?加 上 "罚款 的 最 小 
问题 . 后 一 问题 的 解 可 能 是 不 满足 约束 的 ,但 是 如 果 使 “罚款 ” 尽 
可 能 大 ,那么 后 一 问题 实际 上 与 前 一 问题 是 一 回 事 , 6x 就 是 一 
个 “理想 抱 罚 函数 ”. 只 要 生产 者 稍 有 违反 约束 “罚款 ?都 是 无 限 
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大 ， 

不 过 ,命题 12 只 有 形式 意义 , 真正 令 人 感 兴趣 的 是 是 否 有 
“合适 的 单位 罚款 ”yp) ,使 得 问题 (多 ) 的 解 能 归结 为 求解 下 列 
问题 

CB) min{fli}y th gr))i ps hr) xER 
这 种 “合适 的 单位 罚款 ”Gy) 称 为 问题 (多 ) 的 Lagrange 乘 子 . 
我 们 下 面 的 任务 是 指出 对 于 凸 规划 来 说 ,在 一 定 条 件 下 ,这 种 
Lagrange 胶 子 的 存在 . 

直到 现在 为 止 ,我 们 没有 对 前 面 提 到 的 规划 问题 中 所 涉及 
的 函数 作 任 何 假定 . 从 下 面 开始 ,我 们 将 只 讨论 与 本 书 主题 有 关 
的 凸 规划 , 

定义 1$ 如 果 在 规划 问题 (98) 中 ,了 是 严 上 的 凸 通 数 , 开 
是 玉 的 西 集 , 那 么 (98) 称 为 凸 规划 . 

我 们 先 讨论 没有 不 等 式 约束 的 西 规划 , 这 时 为 使 约束 集 天 
为 西 集 , 所 有 hh 都 应 该 是 仿 射 函数 . 这 样 一 来 ,我 们 将 有 

h(xr)=(pisz) a j=1,2,°",9. (106) 
而 

K={r€ER'|(p;,7) = f=1,2,. ,9.)} {107) 
是 Rr 中 的 一 些 超 平面 的 交集 ; 它 称 为 R" 的 仿 射 集 . 因此 ,我 们 
的 问题 现在 将 表述 为 

(gE) minf (zx) 

pirT)—=0j,f=1,2,",9. 

对 于 这 样 的 问题 (PB) 的 Lagrange 乘 子 的 存在 性 可 由 下 列 著 名 
的 定理 得 到 ， 

定理 12(Hahn-Banach) 设 f; 记 一 RU (十 co )} 为 真 凸 函 
数 ,是 0Eint domf 以 及 (0)=0.HCR' 为 RR 的 线性 子 空间 ， 
pp: 已 一 一 玉 为 定义 在 HH 上 的 线性 函数 .如果 
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VY rEH, f(r)>p(z) (108) 
那么 存在 PE 并 ,使 得 

DY XER, f(z) 之 (p,r); 

iDY ZE 五 ， plz)= (fp,7). 

证 明 令 VxER",F(z)= 了 (x)— p(xr)+on(z) 
这 里 p 在 刁 外 有 无 定义 无 关 紧 要 ,因为 已 有 655 在 五 外 取 了 
十 co. 那么 由 A(0) 二 0 和 (109), 可 知 下 在 原点 0 处 达到 了 最 小 
值 . 因此 ， 


(109) 


0€ aF 0) 
六 一 方面 , 令 g= 二 6 一 p, 则 由 0Eint domf [domg, 对 于 ff 和 gg 
可 以 应 用 Moreau-Rockafellar 定理 6. 因此 ,又 有 
0€af(0)+Adn— 2p) C0) 

即 存 在 iE R", 使 得 

PEAF OO) (110) 

—pEaGn—p)(0) (111) 
但 (110) 即 (109) 的 让 ,而 (111) 可 导出 

VY rEH, p(x (fp,r) 
考虑 至 已 是 六 的 线性 子 空间 和 p 在 玉 上 是 线性 函数 ,上 式 即 
(109) 的 ii). [DD 

这 条 定理 是 一 门 研究 “无 限 维 空间 上 的 分 析 ” 的 数学 学 科 
-一 泛 函 分 析 中 的 最 重要 的 定理 之 一 . 已 经 知道 它 与 西 集 分 离 
定理 等 价 . 而 我 们 在 这 里 则 是 通过 Moreau-Rockafellar 定理 6 来 
证 明 的 . 这 也 说 明定 理 6 也 与 凸 集 分 离 定 理 等 价 . 用 丁 集 分 离 定 
理 直 接 来 证 明 Hahn-Banach 定理 12 也 不 难 . 这 时 我 们 甚至 不 需 
要 条 件 /(0) =0. 有 了 定理 12 以 后 ,我 们 立即 可 得 下 列 命题 ; 它 
自然 也 可 用 Moreau-Rockafellar 定理 6 来 证 明 . 
命题 13” 设 问题 (22) 中 的 函数 f;R" 一 一 RU (十 ce } 为 真 
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凸 函数 ,2E 天 为 问题 ( 狗 ) 的 解 ,并 且 f 在 处 连续 ,那么 存在 


ER 使 得 EK 也 是 下 列 问 题 的 解 : 

min {f+ ph)), zxER" (112) 
并 且 和 

Ea D+ Dm) = + Dp, (113) 


证 明 不 妨 设 过 = 06E 玉 ,FE) 一 0. 否则 作 坐 标 变换 , 令 y 
二 一 主 ,g(y) 二 f(y 十 ) 一 f() ,考虑 对 y 的 函数 g 的 规划 问 
题 . 这 时 ,在 (106) 和 C107) 中 的 所 有 都 将 为 零 , 使 得 如 := 天 
成 为 Rr 的 线性 子 空间 , 定理 的 假设 现在 变 为 
VY rEeEH, f(z)2f(0)=0 

从 而 由 了 在 二 =0 处 连续 ( 它 等 价 于 0Eint dom 放 和 定理 12( 其 
中 p(x) 三 0) ,存在 5ER", 使 得 

i) VzxER', f(r)>(p,7); 

ii) Y XEH, (Pf,x)=0. 
由 (114) 的 二 ) 可 知 , 世 是 KK 二 HH 的 法 线 方向 . 联系 到 前 面 的 
(102) 和 (103) 以 及 (114) 的 门 , 即 得 命题 的 前 半 部 成 立 . 再 由 问 
题 (112) 的 解 的 充 要 条 件 和 Moreau-Rockafellar 定理 6, 我 们 对 
他 一 0 得 到 (113). 口 

现在 我 们 来 讨论 没有 等 式 约束 的 规划 问题 (多 ). 它 的 形式 

将 为 
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minf (x) 
‘g ) gi(X)S0,1=1,2,.,p. 
这 时 为 使 (g ) 为 凸 规划 ,所 有 g; 应 该 是 凸 函 数 , 为 讨论 这 种 只 
有 吊 函 数 不 等 式 约束 的 凸 规划 问题 ,我 们 先 证 明 一 条 有 关 凸 函 
数 的 一 般 定理 . 由 于 它 有 众多 应 用 ,有 时 称 它 为 “ 凸 函 数 基 本 定 
理 ”. 
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定理 13 设 ,fi ,ff 为 R" 上 的 凸 函 数 , 且 满 足 
VY rER', max fi(z)>0 (115) 


那么 存在 不 全 为 零 的 非 负 实数 vv,，,… ,wv 宇 0, 使 得 
Y z€E fdom/,, 册 有 z) 十 ww 十 … 十 所 f(x) 宇 0 


(116) 
如 果 存 在 z€ R" 使 得 max fi(2)=0, (117) 
那么 V1 9 V2 9 "> Ym 还 满足 
vfi(2)=0, i=1,2,,m. (118) 
此 外 ,如 果 门 入 .domf;=R" ,那么 还 有 下 列 关系 式 成 立 : 
0Ewmafi(3) 二 v9f2( 人 2) 十 十 v3fn(2) (119) 


证 明 定义 R" 中 的 集合 为 
A= {y=(y yy IER"II rER 
fi yy fox) yy, fn A) Ty”) (120) 
那么 容易 验证 4 是 凸 集 , 事实 上 ,对 于 任何 y, ,ys€ 4, 存 在 
Zz1,Xs RR' ,使 得 
f(xy, flr ys fn ry 
fxs) yy frre) ye, fn Ts) yy 
从 而 对 于 任何 XEL0,1j 有 
fi((1—MNzrtAr) ENA (r+ Nf (x;) 
(1—N)yi+ 和 yy 
fi((1—Mz +A) EA fr) A x) 
(Ny+Ay 
fa 1—NztAr EN fr) tA rs) 
< (1 一 入) 条 十 入 y3 
因此 ,(1 一 人 ) 十 MysE4. 由 此 证 得 4 是 凸 集 . 
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由 定理 条 件 (116) 可 知 ,0 所 4. 故 由 凸 集 分 离 定理 1. 2,0 与 
4 可 用 超 平面 分 离 ; 即 存在 y= (Cor)ER ,vy 尖 0, 使 得 


VY y€EA, (y= uy 0 (121) 
由 于 这 里 的 每 一 个 y 都 可 以 任意 大 , 故 每 一 个 v 都 不 可 能 二 0; 
否则 上 述 不 等 式 不 可 能 成 立 . 同时 ,对 于 任何 x€E 门 fdomfi, 且 
Ji(z) 盖 一 co 一 1 2 以 及 es>0, 有 
(CCz) 十 E 廊 (z) 十 Epo 太 Cz) 十 seJE4 (122) 
因此 ,由 (121)、(122) 和 *e 的 任意 性 , 即 得 (116). 而 如 果 存 在 x。 
E 门 2 idom 矿 ,使 得 某 个 fi(zo)= 一 oo, 那 么 这 时 由 于 对 应 的 y 
可 取 任 意 实 值 , 必 导 致 »=0, 且 (122) 中 对 应 的 f(z) 十 e 可 代替 
为 任意 实数 ,以 至 (116) 仍 能 成 立 . 这 样 定理 的 前 半 部 得 证 . 
如 果 (119) 成 立 , 则 
(< 委 0， i=1,2, ,mMm. (123) 
但 yyroy… ym 之 0, 故 (118) 可 由 (116) 和 (123) 导 得 . 
最 后 ,由 (116) 和 (118), 当 站 "domf; 二 er 时 可 得 
0€E 9 ftv fet tun fn) (£) 
再 由 Moreau-Rockafellar 定理 6 即 得 (119). 口 
由 定理 13 我 们 立即 可 导 得 下 列 命题 . 
命题 14 设 规划 问题 (多) 中 的 函数 了 和 g1,g:,… ,gs 都 是 
R" 上 的 实 值 凸 函数 (不 取 士 co), 如 果 zER" 是 (多 ) 的 解 ,那么 存 
在 不 全 为 零 的 非 负 实数 ,入 ,和 ，…, 人 .之 0, 使 得 至 也 是 下 述 规 
划 问 题 的 解 : 


p 
min (Mf Cr) + Dig(r)), rzER (124) 
的 解 , 并 且 
和 eg (2) 一 0， i=1,2,.,p. (125) 
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p 
0€ERaf (2)+ Aag,C2) - (126) 
证 明 事实 上 ,在 命题 条 件 下 ,不 难 验证 ， 
vy ER', max {f(r)— f(z2), g(r)}0 
从 而 由 定理 13, 存 在 不 全 为 零 的 非 负 实 数 入 ,入 ，… ,入 QTBXAXp， 
使 得 下 式 成 立 : 
VY zE 配 ， 和 7(z) 十 和 gr(z) 十 … 十 AgCz)Z0 
因此 ,是 (124) 的 解 , 并 且 (125) 和 (126) 成 立 . : DD 
把 命题 13 和 14 结合 起 来 ,我 们 就 得 到 下 列 
定理 14(Fritz John) 设 在 规划 问题 (多 ) 中 的 f ,gi,g1， 
,gs 都 是 Re 上 的 实 值 凸 函数 ;hi,h,,… ,hs 都 是 R*" 上 的 仿 射 
函数 . 如 果 ER" 是 问题 (多 ) 的 解 ,那么 存在 不 全 为 零 的 非 负 
实数 Mos hi 9 ,和 之 0, 以 及 存在 实数 [7 ,Ps EER, 使 得 全 也 
是 下 列 规划 问题 的 解 : 


p 4 
CD) min{hf C+ Dhgr)+ pk)) 


并 且 大 Bi 人 (2 一 0， 1，2，…， 力 。 (127) 
p q 
0€ERAf C2) + 2 hag(2) + 27 fahi(2) (128) 
证 明 令 FCw): 一 max{f(z) 一 f(2),g.(z)) 
我 们 先 考 虑 下 列 规划 问题 : 
minF (zx) 
(0) 


h(x)=0,1=1,2,." ,4. 
不 难 验证 ,去 也 是 (2 ) 的 解 . 因此 ， 由 命题 13, 存 在 让 sf2s so 
ER, 使 得 也 是 下 列 规划 问题 的 解 : 
min {F(z) 十 Pips) } ， ZE 人 
与 上 一 命题 一 样 证 明 , 可 得 不 全 为 零 的 非 旬 实数 和 ,入 ，,… ,的 
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存在 ,使 得 主 也 是 规划 问题 (多 ' ) 的 解 , 且 满足 (127? 和 (128). 站 
这 条 定理 是 后 来 成 为 一 位 偏 微分 方程 方面 的 大 家 的 Fritz 
John 在 1948 年 提出 的 . 它 是 早期 数学 规划 理论 中 最 重要 的 定 
理 之 一 , 但 是 它 还 有 一 个 较 大 的 缺陷 , 那 就 是 定理 中 的 x 是 有 
可 能 为 零 的 . 而 如 果 j 为 零 ,被 归结 的 新 的 规划 问题 与 目标 函 
数 f 间 将 没有 关系 . 这 显然 意义 不 大 . 因此 ,我 们 应 该 寻求 使 
不 为 零 的 条 件 .一般 说 来 ,入 =0 是 可 能 的 . 例如 ,对 于 下 列 简单 
的 R 上 的 西 规划 问题 : 
minz’ 
XO 
其 相应 的 加 只 可 能 为 零 (请 读者 自行 验证 ). 使 入 >>0( 这 时 显然 
可 取 入 = 二 1) 的 一 种 条 件 由 Slater 提出 ,不 久 由 Kuhn 和 Tucker 
写 进 他 们 在 50 年 代 初 提出 的 定理 中 . Kubn-Tucker 原来 的 定 
理 是 对 可 微 函 数 的 规划 及 其 函数 的 梯度 提出 的 . 后 来 人 们 发 现 
其 中 最 本 质 的 部 份 实际 上 是 把 原 规划 变 为 其 近似 的 凸 规划 来 处 
理解 决 的 . Kuhn-Tucker 定理 的 出 现 是 数学 规划 理论 形成 的 标 
志 . 在 这 以 前 ,人 们 虽然 也 用 微分 学 来 研究 带 约束 条 件 的 最 优化 
问题 ,得 到 过 Lagrange 飞 子 定理 等 结果 ,但 是 几乎 从 未 有 人 研 
究 过 带 不 等 式 约束 的 最 优化 问题 当 Kuhn-Tucker 定理 被 大 家 
所 熟知 后 ,有 人 发 现 , 早 在 1939 年 就 有 一 位 姓 Karush 的 芝 加 
哥 大 学 的 大 学 生 已 经 在 其 硕士 论文 中 提出 了 “Kuhn-Tucker 定 
理 ” 可 惜 这 篇 论文 一 直 没 有 发 表 . 这 一 方面 说 明年 青 的 大 学 生 
也 有 可 能 做 出 很 出 色 的 研究 ; 另 一 方面 还 说 明 , 科 研 工作 所 受到 
的 重视 往往 取决 于 社会 对 它 的 需求 . 正如 我 们 前 面 已 经 提 到 , 数 
学 规划 理论 是 在 二 次 世界 大 战 以 后 ,由 于 数学 的 应 用 范围 扩大 
到 运筹 学 ,控制 论 .经 济 学 等 新 领域 才 逐 渐 形 成 . Kuhn- Tucker 
定理 是 在 那 种 需求 的 推动 下 出 现 的 ,而 Karush 似乎 有 点 生 不 
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活 时 .幸而 ,最 终 他 对 科学 的 贡献 并 未 被 人 们 所 巡 忘 ， 
严 规 划 的 理论 是 相当 丰富 的 .限于 篇 幅 , 本 书 的 数学 内 容 就 
只 能 在 此 用 Kuhn-Tucker 定理 来 划 句 号 . 
定理 15 (Kuhan-Tucker; ”在 定理 14 的 条 件 下 ;如 果 下 列 
Slater 条 件 满 足 ; 
[3 zoER, gL YEN ,ps 
(SA ) 3 
那么 定理 14 中 的 jx 可 取 为 1. 
证 明 事实 上 ,由 这 是 (2 ) 的 解 和 (128) ,可 得 


V zER hf 2) + gle) + hi) Rf (2) 
如 果 入 ==0, 那 么 


hco) dj=1,2 ,0. 


V zER, Zhglr)+ hz)>0 
把 条 件 (22)? 中 的 ze 代入 ,我们 得 到 


Zigi (zo)>0 
但 gi(zxo) 过 0 入 宇 0,1 二 1,2,…,p. 这 仅 当 所 有 入 都 为 零 时 才 有 
可 能 . 与 它们 不 全 为 零 矛 盾 . 误 ; 
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“ 凸 性 ”是 一 个 很 能 发 挥 的 数学 主题 .人们 对 “ 凸 性 ”有 直观 
感觉 ,但 又 说 不 大 清楚 . 凸 性 理论 就 是 希望 用 公理 化 方法 把 这 种 
直观 感觉 说 清楚 ,并 由 此 演变 出 一 套数 学 来 . 这 套数 学 应 该 抓 住 
“ 西 性 ”的 本 质 , 而 不 仅 是 一 些 表 面 联系 . 在 我 们 看 来 ,“ 凸 性 ”的 
本 质 刻 划 是 四 集 承 托 定 理 或 凸 集 分 离 定理 ,其 它 都 是 由 此 延 全 
的 , 而 没有 用 到 这 两 定理 的 凸 性 结果 在 层次 上 就 要 签 一 些 , 只 是 
层次 低 不 等 于 无 用 . 凸 性 不 等 式 和 凸 函 数 的 导数 性 质 只 用 到 凸 
集 的 定义 , 却 是 一 种 能 导出 一 系列 极为 有 用 的 结果 的 成 功 方法 . 

数学 家 的 创造 性 往往 在 于 别出心裁 ,但 是 作为 较 成 熟 的 数 
学 工具 的 理论 和 方法 , 则 总 希望 它 简单 明了 ,顺理成章 ,而 不 应 
给 人 有 费 尽 心机 之 感 . 在 这 点 上 , 凸 性 理论 是 符合 Bourbaki 要 
求 的 , 即 它 完全 可 从 数学 结构 的 观点 出 发 ,用 合理 组 织 的 途径 来 
勾 划 理论 的 全 和 貌 , 其 中 方法 是 由 前 提 自 然 推 出 的 ,不 需 任 何 癸 妙 
的 技巧 , 但 是 我 们 没有 象 Bourbaki 那样 搞 得 过 分 干净 , 纯 而 又 
纯 , 并 且 完 全 割断 数学 理论 与 现实 的 联系 ;相反 ,我 们 一 再 强调 
认识 上 的 不 断 深 化 和 现实 世界 中 的 同性 . 

我 们 这 本 题 为 《 廿 性 ) 的 小 册子 从 “ 町 是 ”这 两 个 汉字 讲 起 ， 
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一 直 在 罗 里 罗 嗪 地 东 拉 西 扯 . 这 可 能 是 作者 已 不 太 年 青 的 缘故 . 
人 在 年 青 时 , 爱 故 作 高 深 态 来 藏 抽 ; 人 到 中 年 ,明明 是 在 把 自己 
的 浅薄 暴露 无 遗 ,也 总 要 喉 唆 不 体 地 表白 自己 的 一 孔 之 见 ， 

作者 的 管见 在 于 对 一 些 数 学 书 的 “标准 写法 ” 越 来 越 不 满 
意 . 在 这 种 “标准 的 ”数学 书 中 ,语言 常常 是 “电报 式 ” 的 ,并 且 绝 
不 带 任何 感情 色彩 . -- 上 来 是 天 上 掉 下 来 的 “定义 ”, 接 着 是 尽 可 
能 -- 般 的 “命题 ”>“ 引 理 *“ 定 理 ”, 然 后 是 一 系列 面面俱到 的 
“ 例 ” 和 “ 注 ”, 这 或 许 也 是 Bourbaki 造 的 草 . 没有 他 们 那 几 十 本 
《数学 原理 》, 可 能 没有 那么 多 的 人 这 样 来 写 数学 书 . 但 是 一 名 好 
的 数学 教师 或 讲演 者 (一 些 著名 的 Bourbaki 分 子 自己 就 是 如 
此 ) ,常常 只 把 这 样 的 数学 书 当 作 提纲 和 备忘录 ;在 讲堂 上 册 另 
用 生动 的 语言 来 描述 其 中 的 来 龙 去 脉 . 遗憾 的 是 有 不 少 人 的 讲 
演 并 非 如 此 . 他 们 往往 把 这 样 的 数学 书 往 黑板 上 一 抄 , 再 用 干巴 
巴 的 话 略 作 解 释 ,就算 了 事 . 听讲 者 红色 欲 睡 ,索然 无 味 , 渐 而 渐 
之 甚至 还 使 一 些 学 生 对 数学 深恶痛绝 ， 

还 有 一 种 数学 书 的 写法 目前 在 一 些 普及 读物 中 流行 . 那 就 
是 把 数学 简单 地 归结 为 解难 题 ,而 数学 书 也 就 是 提供 解答 难题 
的 各 种 诀 巧 妙法 ,但 又 点 到 为 止 ,不 求 基 解 .读者 只 能 对 前 辈 数 
学 家 独 具 苛 眼 惊叹 万 分 ,很 难 领略 各 数学 领域 的 全 狐 和 发 展 过 
程 . 

对 于 一 个 善于 思索 的 数学 初学 者 来 说 ,他 会 努力 透 过 书 上 
干枯 的 骨架 去 体会 数学 的 内 在 美 . 偶 有 心得 ,欣喜 异常 ; 若 有 幸 
昕 名 家 开导 ,更 会 感 豁然 开朗 . 但 更 多 的 人 则 因 那 些 不 知 所 云 的 
名 词 对 数学 敬而远之 ,或 因 那 些 绞 人 脑汁 的 难题 对 数学 望 而 生 
丑 . 不 单 是 有 不 少 中 学 生发 暂 毕 业 后 不 再 碰 数 学 . 甚至 连 许多 大 
学 数学 系 的 学 生 都 常 抱怨 自己 投 错 了 胎 . 

诚然 ,上 述 两 类 “标准 的 ”数学 书 是 必 不 可 少 的 . 但 是 能 否 再 
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写 一 些 不 太 吓 晓 人 的 数学 书 呢 ? 这 也 是 作者 作为 这 套 (走向 数 
学 ) 从 书 编 委 的 初衷 之 一 , 数学 并 非 只 是 一 种 唯 专家 才能 通晓 的 
天 书 语言 ,也 不 只 是 极 少 数 智力 超群 者 角逐 的 竞技 游戏 , 人 类 之 
所 以 要 研究 数学 ,并 且 让 每 个 受 教 育 者 都 要 花 大 量 时 间 去 学 数 
学 ,首先 因为 它 是 人 类 认识 世界 和 改造 世界 的 有 力 工具 ,而 不 是 
因为 它 是 一 种 供 个 别人 鉴赏 的 艺术 品 . 可 异 现 代数 学 的 作者 们 
能 想到 这 点 的 人 实在 不 多 . 不 少 人 追求 的 是 理论 的 完美 无 缺 , 问 
题 的 艰难 深奥 ,从 不 过 问 它们 怎样 来 源 现实 和 回 到 现实 ,也 很 少 
探求 其 演变 的 历史 ,似乎 越 远离 尘世 越 好 . 尽管 作为 科学 的 总 
结 , 人 和 们 需要 “纯净 的 ”数学 著作 . 但 是 如 果 所 有 的 数学 书 都 是 屠 
样 冷冰冰 的 面孔 ,追随 者 自然 要 越 来 越 少 . 这 似乎 也 是 目前 大 学 
数学 系 越 办 越 不 景气 的 一 个 原因 . 

当然 , 写 得 精彩 的 数学 书 也 相当 多 . 已 故 的 华罗庚 教授 的 书 
就 极为 精彩 , 我 们 在 本 从 书 的 华罗庚 、 王 元 两 位 先生 合 写 的 书 中 
可 重 领 其 风采 . 又 如 ,最 近 在 国内 出 版 的 美国 加 州 大 学 教授 伍 鸿 
匈 先 生 与 人 合作 的 两 本 几何 书 ,连作 者 这 个 外 行 也 爱不释手 . 他 
们 的 共同 特征 之 一 是 抓 住 重点 ,徐徐 道 来 , 令 人 不 知 不 觉 地 就 跟 
着 进入 了 数学 美 境 , 形式 上 也 有 定义 .定理 等 等 ,但 已 不 再 是 从 
天 而 降 的 飞 来 之 物 . 这 本 《是 性 ) 很 想 模仿 他 们 的 写法 . 只 是 作者 
根 诡 太 浅 , 可 能 是 “ 画 虎 不 成 反 类 大 ”, 反 而 贻 笑 大 方 . 不 过 作者 
的 愿望 是 真诚 的 ,并 希望 更 接近 于 数学 初学 者 . 在 写作 时 作者 老 
想 着 自己 初学 时 的 困惑 ,一 有 机 会 就 想 说 说 自以为是 的 题 外 话 . 
于 是 就 显得 相当 人 饶舌 . 这 究竟 是 令 人 生 厌 ,还 是 能 对 初学 者 有 所 
帮助 ,只 好 敬 请 读者 来 指正 . 
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